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Kurzfassung

Kurzfassung

Am Fraunhofer Institut fiir Techno- und Wirtschaftsmathematik in Kaiserslautern wur-
de ein kombiniertes Wohlermodell entwickelt, mit dem sich Wéhlerversuche beschreiben
lassen, die im Ubergang von Zeit- und Dauerfestigkeitsbereich durch ein (im doppelt-
logarithmischen Sinne) lineares Gesetz nicht ausreichend abgebildet werden koénnen. Um
das zu erreichen, verwendet das Modell zwei Geraden mit einem variablen Abknick-
punkt. Die Schéatzung der Modellparameter erfolgt dabei durch das Maximum-Likelihood-

Verfahren, um auch dem Einfluss zensierter Daten gerecht zu werden.

In der Praxis sind dabei Konfidenzintervalle fiir die einzelnen Parameter des Modells
von besonderem Interesse. Es stellt sich die Frage, welches die effizienteste Methode zur
Berechnung dieser ist. In dieser Arbeit werden verschiedene Methoden hierfiir betrachtet
und beziiglich ihrer Nutzungstauglichkeit hinsichtlich Genauigkeit und Geschwindigkeit

bewertet.

Es zeigt sich, dass das Bootstrap-Verfahren, das Konfidenzintervalle aus Resamples kon-
struiert und dafiir die Parameterschétzung so oft durchfithren muss, wie Resamples er-
zeugt werden sollen, aufgrund der Komplexitdt des Modells mehrere Stunden bis Tage
dauert. Das Verfahren lasst sich auch nicht dahingehend modifizieren, bei gleichbleibender
Qualitét durch eine vereinfachte Schiatzung fiir jedes Resample deutlich schneller Ergeb-

nisse zu liefern.

Aus dem Likelihood-Quotienten konstruierte Konfidenzintervalle, die auf der Invertierung
des Likelihood-Quotienten-Tests basieren, sind nur fiir einen der beiden betrachteten Bei-

spieldatensétze ausreichend genau, fiir den anderen deutlich zu grofs.

Die aus der Fisher Information abgeleiteten Konfidenzintervalle, die zur Schitzung der
Standardabweichung die asymptotische Normalitidt von Maximum-Likelihood-Schéatzern
ausnutzen, sind per Definition symmetrisch und weichen daher leicht von den Bootstrap-
Konfidenzintervallen ab. Auf jeweils einer Seite stimmen die Intervallgrenzen aber fast
iiberein und die Abweichungen sind so gering, dass die Konfidenzintervalle der Fisher In-

formation eine effiziente Alternative bieten, deren Berechnung nur wenige Minuten dauert.
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Einleitung Kapitel 1

1 Einleitung
1.1 Problemstellung

Fiir sicherheitsrelevante Bauteile ist ein Festigkeitsnachweis notwendig, damit ein ausfallsi-
cherer Betrieb iiber die Nutzungsdauer gewéahrleistet werden kann. Dieser Nachweis ist fiir
schwingend beanspruchte Bauteile gegen eine zyklische Beanspruchung zu erbringen und
kann experimentell durch sogenannte Wohlerversuche erbracht werden [16]. Dabei werden
die baugleichen Versuchskoérper bei unterschiedlicher, jeweils aber konstanter Lastampli-
tude solange beansprucht, bis ein definiertes Versagen eintritt oder eine festgelegte An-
zahl an Schwingungen ohne Ausfall iiberstanden wurde. Die so erhaltenen Lebensdauern,
die im zweiten Fall zensiert sind, da nur ein Mindestwert bekannt ist, werden in einem
doppelt-logarithmischen Diagramm eingetragen. Dort gibt die an diese Daten angepasste

Wéhlerlinie Aufschluss iiber den Zusammenhang zwischen Beanspruchung und Festigkeit.

Am Fraunhofer Institut fiir Techno- und Wirtschaftsmathematik in Kaiserslautern wur-
de ein kombiniertes Wohlermodell entwickelt, mit dem sich durch eine stiickweise lineare
Wohlerlinie auch Wohlerversuche beschreiben lassen, die im unteren Bereich, dem Uber-
gang vom Zeit- zum Dauerfestigkeitsbereich, durch das lineare Gesetz nicht ausreichend
abgebildet werden kénnen [13], wie beispielhaft in Abbildung 1 dargestellt.

(a) (b)

log S log S

log N log N

Abb. 1: Vergleich des einfachen Wohlermodells mit nur einer Geraden (a) und des kombinierten
Waohlermodells mit zwei Steigungen (b) fiir eine fiktive Stichprobe.

Zur Berechnung von Konfidenzintervallen fiir die Modellparameter existieren verschiedene
Methoden, die aufgrund der Komplexitéat des kombinierten Wohlermodells teilweise sehr
rechenintensiv sind. Es stellt sich die Frage, welches die effizienteste in diesem Zusammen-
hang ist. In dieser Arbeit werden ausgewéhlte Methoden betrachtet und beziiglich ihrer
Nutzungstauglichkeit hinsichtlich Genauigkeit und Geschwindigkeit bewertet.
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Einleitung Kapitel 1

1.2 Methodik

Um die Nutzungstauglichkeit der Verfahren hinsichtlich Genauigkeit und Geschwindigkeit
zu iiberpriifen, werden die Verfahren an zwei Beispieldatensétzen getestet. Dabei handelt
es sich um einen realen Beispieldatensatz, fiir den die wahren Modellparameter unbekannt
sind, und einen fiktiven Beispieldatensatz, der mithilfe von Zufallszahlen fiir vorgegebene,
bekannte Modellparameter erstellt wurde. Es wird die Berechnungsdauer gemessen und
jeweils sowohl die Grofse als auch die Lage der Konfidenzintervalle im Vergleich zum realen

beziehungsweise geschétzten Parameter betrachtet.

1.3 Gliederung

Zunéchst werden in Kapitel 2 die wichtigsten mathematischen Begriffe und Notatio-
nen eingefiihrt, und in Kapitel 3 das der Arbeit zugrundeliegende Wéhlermodell erléau-
tert sowie im Speziellen das kombinierte Wohlermodell formalisiert. In Kapitel 4 wird
dargestellt, wie die einzelnen Parameter dieses Modells mit dem Maximum-Likelihood-
Verfahren geschéitzt werden konnen und welche geschitzten Parameter sich fiir die Bei-

spieldatenséitze ergeben.

Die folgenden Kapitel enthalten die zur Konstruktion von Konfidenzintervallen unter-
suchten Verfahren. Es wird jeweils die zugrundeliegende Theorie erlautert und fiir die
Beispieldatensétze angewandt. In Kapitel 5 wird das Bootstrap-Verfahren verwendet so-
wie Modifikationen zur Verringerung der Rechenzeit diskutiert. Als Alternative werden
in Kapitel 6 Konfidenzintervalle mithilfe des Likelihood Quotienten und in Kapitel 7

mithilfe der Fisher Information konstruiert.

Zum Abschluss werden in Kapitel 8 die Ergebnisse zusammengefasst und bewertet, und

in Kapitel 9 wird ein Ausblick iiber weiterfiihrende Uberlegungen gegeben.

1.4 Kurzfazit

Die aus dem Bootstrap-Verfahren bestimmten Konfidenzintervalle werden zwar als am
genausten betrachtet, ihre Berechnung dauert aber mehrere Stunden bis Tage. Mithilfe
der Fisher Information lassen sich hingegen innerhalb kiirzester Zeit Konfidenzintervalle
bestimmen, die zwar eine Normalverteilung der Parameter annehmen und per Definition
symmetrisch sind, aber vergleichbare Intervalle liefern und damit eine effiziente Alterna-

tive darstellen.
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Mathematische Grundlagen Kapitel 2

2 Mathematische Grundlagen

Zum besseren Verstandnis der Arbeit werden die wichtigsten der verwendeten mathema-
tischen Notationen und Begriffe kurz eingefiihrt. Fiir eine grundlegende Einfiihrung in die

mathematische Statistik wird auf [22] verwiesen.

2.1 Begriffsklarung und Notation

Definition 2.1.1 (Notationen)

In dieser Arbeit werden folgende Notationen verwendet:
(a) In(x) ist der Logarithmus zur Basis e, log(x) der Logarithmus zur Basis 10.

(b) X, Y, Z ... bezeichnen Zufallsvariablen tber einem nicht genauer betrachteten
Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P).

(¢) F, G, H, ... bezeichnen Wahrscheinlichkeitsverteilungen von Zufallsvariablen, die

dazugehdorigen Dichtefunktionen werden mit Kleinbuchstaben f, g, h, ... benannt.

(d) 0 bezeichnet den (unbekannten) Parameter(-Vektor) einer Verteilung oder eines

Modells und @ einen Schitzer davon.

(e) X = (Xy, ..., X,,) bezeichnet eine Stichprobe der Grifie n, wobei jedes X; eine
Beobachtung der Zufallsvariablen X ist.

2.2 Zensierte Daten

Ein zensierter Wert beschreibt eine unvollstéindige Beobachtung, bei der der exakte Wert
des zu beobachtenden Ereignisses unbekannt ist. Der Wert ist rechts zensiert, wenn das
Ereignis bis zum Ende der Beobachtung noch nicht aufgetreten ist. Dieser Fall liegt bei
Priifstandsversuchen zum Beispiel vor, wenn der Versuch aus Geduldsgriinden vorzeitig
abgebrochen wird oder das Bauteil wegen einer anderen Ausfallursache nicht weiter getes-
tet werden kann. In der Betriebsfestigkeit werden zensierte Werte meist als Durchldufer

bezeichnet. Mathematisch ldsst sich das folgendermafsen formalisieren [3, S. 5

Definition 2.2.1 (Zensierter Wert)
Sei T; der Ausfallzeitpunkt des i-ten Elements einer Stichprobe X und c; die Dauer der
Beobachtung. Beobachtet wird dann X = ((x;,d;)i=1

.....
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Mathematische Grundlagen Kapitel 2

(21.d)) = (T;,1), falls T; < ¢; (unzensiert) 2.1)

(¢;,0), falls T; > ¢; (zensiert).

2.3 Wahrscheinlichkeitsverteilungen

2.3.1 Normalverteilung

Die Normalverteilung ist eine parametrische Wahrscheinlichkeitsverteilung mit Erwar-
tungswert p und Varianz o2. Sie ist durch die Verteilungsfunktion (2.2) beziehungsweise
die Dichtefunktion (2.3) gegeben [11, S. 267] und wird im Folgenden durch A (u,c?) ab-
gekiirzt. Fiir die Standardnormalverteilung N (0, 1) wird die Dichtefunktion mit ¢(x) und

die Verteilungsfunktion mit ®(x) bezeichnet.

Flz) = — /m e (52) (2.2)

oV 2T

o) = — L 3(52) (2.3)

o221

Der zentrale Grenzwertsatz besagt, dass das arithmetische Mittel einer grofen Anzahl
beobachteter Zufallsvariablen mit beliebiger, gleicher Verteilung ndherungsweise normal-
verteilt ist [4, S. 213ff]. Daher gilt die Normalverteilung als bedeutendste Wahrscheinlich-
keitsverteilung und wird insbesondere dann haufig verwendet, wenn nichts iiber die wahre
Verteilungsfunktion bekannt ist [4, S. 231f].

2.3.2 Weibull-Verteilung

Die Weibull-Verteilung ist eine parametrische Wahrscheinlichkeitsverteilung mit charakte-
ristischer Lebensdauer 7" > 0 und Formparameter b > 0. Sie ist durch die Verteilungsfunk-
tion (2.4) beziehungsweise die Dichtefunktion (2.5) gegeben [27] und wird im Folgenden
durch W(T',b) abgekiirzt.

F(x):1—6_<%)b,x20 (2.4)
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flz) = %(—)b_le_(;)b, x>0 (2.5)

f) by
(@) = o p = 7(7) (2:6)

Fiir die Ausfallrate zum Zeitpunkt x, die als Tendenz eines bevorstehenden Ausfalls in-
terpretiert werden kann, ergibt sich (2.6). Mit b < 1 konnen fallende, mit b = 1 konstante
und mit b > 1 steigende Ausfallraten modelliert werden [17, S. 230f]. Im in dieser Arbeit
behandelten Gebiet der Betriebsfestigkeit stehen steigende Ausfallraten zur Modellierung
von Ermiidungs- und Verschleifsausfillen im Vordergrund, bei denen die Wahrscheinlich-

keit eines Ausfalls mit steigender Betriebsdauer zunimmt.

Wegen der unterschiedlich modellierbaren Ausfallraten hat die Weibull-Verteilung einen
grofsen Anwendungsbereich. Sie spielt eine wichtige Rolle als Typ III der Extremwertver-
teilungen und ergibt sich als Verteilung fiir den frithesten Ausfall mehrerer miteinander

verkniipfter Weibull-verteilter Komponenten (engl. weakest link theory [27]).

2.3.3 Gumbel-Verteilung

Die Gumbel-Verteilung ist eine parametrische Wahrscheinlichkeitsverteilung mit Skalen-
parameter S > 0 und Lageparameter p € R und gehort als Typ I zur Familie der Ex-
tremwertverteilungen [15]. Sie ist durch die Verteilungsfunktion (2.7) beziehungsweise die
Dichtefunktion (2.8) gegeben [11, S. 138] und wird im Folgenden durch G(3, ) abgekiirzt.

~L@—p
F(z)=e¢—*" (2.7)
1 — L (z—p)
flw) = g7 e (2.8)

Die Gumbel-Verteilung ergibt sich nach dem Transformationssatz fiir Dichten als Ver-
teilung des Logarithmus einer Weibull-verteilten Zufallsvariable (siehe A.0.2) und spielt
daher bei der Betrachtung Weibull-verteilter Zufallsgréften auf einer logarithmischen Skala

eine wichtige Rolle.
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2.3.4 Chi-Quadrat-Verteilung

Die Chi-Quadrat-Verteilung, auch y?-Verteilung, ergibt sich als Wahrscheinlichkeitsver-
teilung der Summe der Quadrate von standardnormalverteilten Zufallsvariablen, also von
7 = X244 X2 mit Xp,...,X, % N(0,1). Sie ist durch die Dichtefunktion (2.9)
gegeben, wobei n die Anzahl der Freiheitsgrade bezeichnet |11, S. 69]. Am meisten Ver-
wendung findet die Chi-Quadrat-Verteilung im Rahmen von Hypothesentests und bei der

Konstruktion von Konfidenzintervallen.

ful) = 2203t 250 (2.9)

W(T) = ——=x2 e 2, x :

(%)

mit der Gamma-Funktion F(x):/ t"te~tdt (2.10)
0

2.4 Lineare Regression

Das Ziel der Regression ist es, eine abhéngige Variable y, den Regressand, durch eine
oder mehrere unabhéngige Variablen X, die Regressoren, zu erklaren, indem die Regres-
sionskoeffizienten [ bestimmt werden. Im Falle der linearen Regression wird ein linearer
Zusammenhang zwischen diesen Gréfen angenommen. Fiir Y € R?, X € R™* 3 ¢ RF
und € € R" wird

Y =XfB+e (2.11)

betrachtet, wobei die Residuen ¢; unkorreliert sind, Erwartungswert 0 besitzen und glei-
che Varianz o2 haben [6, S. 78f]. Zum Schitzen der Regressionskoeffizienten wird die
Quadratsumme der Residuen mit der Methode der kleinsten Quadrate minimiert, sodass

sich

B=X"X)' X"y (2.12)

als Schétzer fiir S ergibt. Unter der Annahme, dass ¢; N (0, 0?) gilt, entspricht dieser
Schétzer gerade dem Maximum-Likelihood-Schétzer [5]. Die Annahme normalverteiler
Residuen ist aukerdem notwendig, um einfache Signifikanztests konstruieren zu kénnen.

Sind die Residuen anders verteilt oder liegen zensierte Daten vor, lasst sich das Regres-
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Mathematische Grundlagen Kapitel 2

sionsmodell nicht mehr so einfach losen. In dem Fall bietet beispielsweise das Maximum-

Likelihood-Verfahren eine einfacher zu handhabende Alternative.

2.5 Maximum-Likelihood-Verfahren

Maximum Likelihood ist ein Schéatzverfahren, dass die Parameter einer bestimmten Wahr-
scheinlichkeitsverteilung so wahlt, dass die beobachteten Daten unter der Annahme der

gewihlten Wahrscheinlichkeitsverteilung am plausibelsten erscheinen [22, S. 28f].

Definition 2.5.1 (Maximum-Likelihood-Schétzer)

Fiir eine konkrete Stichprobe X einer Zufallsvariablen X mit stetiger Verteilung aus
{Py|0 € ©} ist die Likelihood-Funktion definiert als L(0|X) = fo(X) und der dazu-
gehirige Schiitzer von 0 als f = argmax peo L(0] X).

Wenn X aus n unabhéngigen, identisch verteilten Realisierungen besteht, gilt L(0| X) =
[T, fo(X;). Um die Maximierung dieser Funktion zu vereinfachen, wird in der Regel die
Log-Likelihood-Funktion (2.13) verwendet, die das gleiche Maximum besitzt.

(01X) = (er )) - immm (213

Im Falle zensierter Daten muss die Formel (2.13) angepasst werden. Fiir rechts-zensierte

Daten wird P(X > X;) anstelle von P(X = X;) betrachtet. Mit I = {1,...,n}, sowie
In={iel, d;=1} und Ip = {i € I, d; = 0} als jeweilige Indexmenge der Ausfille

beziehungsweise der Durchlaufer ergibt sich

(O1X) = Info(X;)+ > In(1-Fp(Xy)). (2.14)

i€l i€lp

Unter bestimmten Voraussetzungen sind Maximum-Likelihood-Schétzer konsistent und
asymptotisch normal (siche A.0.3 und A.0.4).
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2.6 Konfidenzintervalle und -bereiche

2.6.1 Eindimensionale Konfidenzintervalle

Ein Konfidenzintervall ist ein zufélliges Intervall, welches mit bestimmter Wahrscheinlich-
keit den wahren Parameter iberdeckt und als Qualitdtsmerkmal fiir einen Schétzer dienen

kann, indem es dessen Varianz verdeutlicht |6, S. 1391].

Definition 2.6.1 (Konfidenzintervall)
Fiir eine Zufallsvariable X mit stetiger Verteilung aus {Py|0 € © C R} und o € (0,1)
ist das zufillige Intervall [u(X),0(X)] C © ein (1 — a)-Konfidenzintervall, wenn

Py(u(X)<0<o(X))>1—a ViecO. (2.15)

Die Irrtumswahrscheinlichkeit v wird haufig als 0.05 gewéahlt, sodass ein 95 %-Konfidenz-
intervall bestimmt wird. Dabei wird in der Regel ein symmetrisches Konfidenzintervall
mit Py(u(X) <60) >1—a/2und Py(6 > o(X)) > 1 — /2 konstruiert.

2.6.2 Mehrdimensionale Konfidenzbereiche

Die Definition 2.6.1 lésst sich auch auf den mehrdimensionalen Fall {ibertragen, indem die
jeweiligen Parameter als Vektoren betrachtet werden. Aufserdem lésst sich die Definition
fiir einen Konfidenzbereich beliebiger Form anstelle eines Konfidenzintervalls (beziechungs-

weise eines Hyperquaders im mehrdimensionalen Fall) ausweiten.

Definition 2.6.2 (Konfidenzbereich)
Fiir eine Zufallsvariable X mit stetiger Verteilung aus {Py|0 € © C R} und o € (0,1)
ist der zufdllige Bereich A(X) C © ein (1 — «)-Konfidenzbereich, wenn

P0eAX))>1-a YoeoO. (2.16)

2.6.3 Gemeinsame Konfidenzbereiche

Der gemeinsame Konfidenzbereich fir § = (6, ..., 0,) lasst sich nicht ohne Weiteres aus
eindimensionalen Konfidenzintervallen der einzelnen Parameter ; bestimmen. Lediglich

falls alle ; untereinander unabhéngig sind, ist der Hyperquader A(X), der sich als Produkt
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A(X) = A1(X) x -+ x A,(X) der eindimensionalen (1 — «;)-Konfidenzintervallen mit
1 —a; = /1 — a ergibt, ein gemeinsamer (1 — «)-Konfidenzbereich fiir 6 |6, S. 146].

Im Falle abhéngiger Parameter 6; kann die Bonferroni-Korrektur verwendet werden,
um einen gemeinsamen Konfidenzbereich zu konstruieren. Dabei wird die Bonferroni-
Ungleichung ausgenutzt, sodass durch a; = a/n das Produkt der eindimensionalen Kon-
fidenzintervalle einen gemeinsamen (1 — «)-Konfidenzbereich liefert, der aufgrund der

groben Abschéitzung der Bonferroni-Ungleichung allerdings sehr konservativ ist.

Wenn man versucht, einen exakteren gemeinsamen Konfidenzbereich anzugeben, ist es
unklar, welche Form dieser hat. Haufig wird dafiir eine Hyperkugel oder ein Hyperel-
lipsoid verwendet, aber auch ein unregelméfiger Koérper kann ebenso ein entsprechender
Konfidenzbereich sein. In Abbildung 2 sind vier unterschiedliche Bereiche eingetragen, die

jeweils genau 90% der eingetragenen Datenpunkte enthalten.

(a) (33 (b) 0>
N T

+
§

1-0 N 1

% x -0
Sk ox Xy x %
s N L3 x ! 0
»
» N

L-a 01 I 01

Abb. 2: Mégliche Formen von zweidimensionalen Konfidenzbereichen: Sowohl ein Rechteck oder
ein Kreis (a) als auch eine Ellipse oder eine unregelméfige Form (b) kénnen einen ent-
sprechenden Konfidenzbereich liefern. Alle vier enthalten in diesem Beispiel exakt 90%
der eingetragenen Kreuze.

Im Rahmen dieser Arbeit werden aufgrund dieser Schwierigkeiten lediglich die Konfiden-
zintervalle einzelner Parameter betrachtet. Die Moglichkeiten der einzelnen Verfahren,

gemeinsame Konfidenzbereiche zu liefern, werden im Ausblick in Kapitel 9 kurz erlautert.
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3 Das Wohlermodell

3.1 Problemstellung der Betriebsfestigkeit

Die Betriebsfestigkeit bewertet die Auslegung und Haltbarkeit von Bauteilen gegeniiber
ihrer mechanischen Beanspruchung und ergibt sich aus der Notwendigkeit, sowohl aus
technischen, wirtschaftlichen als auch haftungsrechtlichen Griinden, einen ausfallsicheren
Betrieb iiber die Nutzungsdauer mit hinreichender Sicherheit gewihrleisten zu kénnen. Ein
Anriss oder Bruch von schwingbeanspruchten Bauteilen, der im Laufe der Zeit als Folge
der schwingend einwirkenden Beanspruchung entsteht, kann verheerende Folgen haben,
wie zum Beispiel 1998, als bei Eschede ein ICE entgleiste und 101 Menschen starben |16,
S. 2|. Daher muss fiir die Bauteile ein Betriebsfestigkeitsnachweis erbracht werden, der

mit statistisch begriindeter Sicherheit die notwendige Festigkeit garantiert.

In einem vereinfachten Diagramm kann fiir ein Bauteil die zu ertragene Schwingspielzahl
beziehungsweise Lebensdauer in einen Zusammenhang mit der Schwingbeanspruchung
in Form der Amplitude der Spannungs-Dehnungs-Kurve gebracht werden. Dabei wird
zwischen der Dauerfestigkeit und der Zeitfestigkeit unterschieden. Die Dauerfestigkeit
beschreibt einen Grenzwert, bis zu dem eine Beanspruchung beliebig oft wiederholt werden
kann, ohne zu einem Versagen zu fithren, wihrend die Zeitfestigkeit den Bereich beschreibt,
in dem eine endliche Schwingspielzahl zu einem Versagen fiihrt, das umso friiher eintritt,

je hoher die Beanspruchung ist.

3.2 Wohlerversuch

Der Wohlerversuch beschreibt ein Verfahren zur experimentellen Ermittlung der Zeit- und
Dauerfestigkeit von Bauteilen und ist in DIN 50 100 als Dauerschwing-Versuch genormt
[16, S. 23]. Die Versuchskorper werden dabei schwingend, zumeist bei einer sinusférmigen
Beanspruchung iiber die Zeit, bei gleicher Lastamplitude S und konstanter Ober- und

Unterspannung belastet, wie in Abbildung 3 dargestellt.

Zur Ermittlung der sogenannten Wohlerlinie werden mehrere baugleiche Versuchskoérper
auf unterschiedlichen Lasthorizonten beziehungsweise bei verschiedenen Lastamplituden
bis zu ihrem jeweiligen Versagen oder bis zum Erreichen einer festgelegten maximalen

Schwingspielzahl gepriift. Die erreichte Anzahl an Schwingspielen wird mit N bezeichnet.

Fiir die Darstellung der an die Ergebnisse angepassten Wohlerlinie (engl. SN curve) exis-

tieren viele unterschiedliche Formeln. Wohler verwendete in seiner urspriinglichen Forma-
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T 1 Schwingspiel j

Spannung S

0 Zeit t

Abb. 3: Kennwerte zur Beschreibung eines Schwingspiels bei Unter-, Mittel- und Oberspannun-
gen Sy, Sy, und S, und Lastamplitude A S nach Haibach [16, S. 22, Abb. 2.1-1, ange-

passt].

lisierung im Jahre 1870 nur eine Logarithmierung der Lebensdauer:

logN=a—-10-85. (3.1)

Heutzutage hat sich hingegen die Formel von Basquin aus dem Jahre 1910 im doppelt-

logarithmischen Netz durchgesetzt [16, S. 25|:

logN =a—1b-logsS. (3.2)

! = Formfestigkeit

t N

K |Kurzzeitf.
Formdehngrenze

k Zeitfestigkeitsgerade

S
A \Dauerfestigk.
AN
AN

N

Z |Zeitfestigkeit

Spannungsamplitude S (log)

D [Dauerfestigkeit Ny Np

K z D
Schwingspielzahl N (log)

Abb. 4: Kennwerte zur Beschreibung einer Wohlerlinie und die Bereiche Dauerfestigkeit (D),
Zeitfestigkeit (Z) und Kurzzeitfestigkeit (K) nach Haibach [16, S. 26, Abb. 2.1-6].
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Wenn Sc und Ng die jeweiligen Achsenwerte beim Abknickpunkt zwischen Zeit- und

Dauerfestigkeit beschreiben, lasst sich die Formel zu

N = N¢-(S8/Sc)™* fiir S > S¢ (3.3)

umformen, wobei k die charakteristische Wohlersteigung ist. In Abbildung 4 sind die
Kennwerte zur Beschreibung der Wohlerlinie nach Haibach [16, S. 26, Abb. 2.1-6] dar-
gestellt. In der Regel wird dabei nur der Zeitfestigkeitsbereich betrachtet, in dem die
tatsichliche Festigkeit eines Bauteils als linear betrachtet und durch die Zeitfestigkeitsge-

rade angenahert wird.

3.3 Kombiniertes Wohlermodell

3.3.1 Herleitung

Da sich in der Praxis gezeigt hat, dass sich nicht alle Wéhlerversuche im Ubergangsbe-
reich zwischen Zeit- und Dauerfestigkeit durch das lineare Gesetz ausreichend beschreiben
lassen, wurde am Fraunhofer Institut fiir Techno- und Wirtschaftsmathematik in Kaisers-
lautern ein kombiniertes Modell entwickelt [13]. Dieses stiickweise lineare Modell wird
durch zwei Geraden im Zeitfestigkeitsbereich beschrieben, wobei die untere der beiden im
Ubergang zur Dauerfestigkeit flacher verlduft, um die tatséichliche Festigkeit des Bauteils

in diesem Bereich besser zu beschreiben.

VY

log S, kR'
T
log S, (
k ~

N

log ST

logN:
log N,

Abb. 5: Schematische Darstellung der Parameter im kombinierten Wohlermodell: k1 und ko sind
die Steigungen der stiickweise linearen Wohlerlinie, die den Zusammenhang von Lastam-
plitude S und Schwingspielzahl N abbildet, S¢ ist der Abknickpunkt und Ny bzw. Sy
ein beliebiger Referenzpunkt.
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3.3.2 Formalisierung

Um das maximale Modell mathematisch zu formulieren, werden die folgenden sieben Pa-
rameter verwendet, wobei das Referenzniveau Sy beliebig festgesetzt werden kann (typi-
scherweise das hochste Lastniveau der betrachteten Stichprobe) und sich Ny und o jeweils
auf die obere Wohlerlinie beziehen. Alle Parameter miissen positiv sein und es wird davon

ausgegangen, dass ky > kp gilt.

So  Referenzniveau

Ny mittlere Lebensdauer auf dem Referenzniveau
o Standardabweichung der Log-Lebensdauer auf dem Referenzniveau

Sc mittlere Lage des Abknickpunkts im Lastbereich (3.4)
7 Standardabweichung des Abknickpunktes im Log-Lastbereich

ky Steigung der oberen Wohlerlinie

ko Steigung der unteren Wohlerlinie

Durch dieses Modell wird eine Woéhlerlinie mit Abknickpunkt beschrieben, welcher fiir
jedes Bauteil unterschiedlich sein kann. Das Modell einer einfachen Wéhlerlinie mit Dau-
erfestigkeitsbereich, wie es in der Literatur normalerweise beschrieben wird, ldsst sich mit
dem maximalen Modell durch den variablen Abknickpunkt und ky = oo als Grenzfall

betrachten. Allgemein gilt

log Ny + ki(log Sy — log S falls So < S
log N = { 2 1(log 5o —log 5) ©= (3.5)

log Ny + k1(log So — log S¢) + k2(log S — log S) falls S¢ > S.

3.3.3 Anpassung fiir gleiche Streuung in Amplitudenrichtung

Aus der Praxis ergibt sich die Forderung, dass die Streuung in Amplitudenrichtung iiber
den gesamten Lebensdauerbereich gleich sein soll. Fiir die untere Wéhlerlinie ergibt sich
die Streuung allerdings als Uberlagerung der Streuung der Lebensdauer o und der Streu-

ung des Abknickpunktes 7. Dadurch ergibt sich als tatsdchliche Streuung

Vo2 + (ky — kp)272, (3.6)

Seite 13



Das Wohlermodell Kapitel 3

Unter der Voraussetzung, dass die Streuung in Amplitudenrichtung durchgéngig gleich
sein soll, lasst sich der Parameter 7 fiir die tatséchliche Modellanpassung folgendermafien

einsparen:

o _ \/0'2+</{52—/{31)2T2 — o ke +k;

ky Jes "k Vo ks — Ky

(3.7)

3.3.4 Modellierung einer Stichprobe

Fiir eine betrachtete Stichprobe X = (Xy, ..., X,,) mit X; = (S;, Ni, No 4, Sci, No i) werden

folgende Notationen verwendet:

n  Anzahl der getesteten Bauteile
¢ Index eines getesteten Bauteils, i € 1,...,n
S; Testlast fiir Bauteil ¢
N; beobachtete Lebensdauer von Bauteil 4 (3.8)
No; hypothetische Lebensdauer von Bauteil ¢ auf dem Niveau Sy bzgl. k;
Sci  Lage des Abknickpunkts fiir Bauteil ¢

N¢,i hypothetische Lebensdauer von Bauteil ¢ auf dem Niveau Sc;

Ny, ist dabei ein rein nomineller Wert, da die obere Wohlerlinie auf dem Niveau Sy
nicht notwendig gilt. In der Regel sollte Sy daher so grofs gewéhlt werden, dass mit hoher
Wahrscheinlichkeit S¢ < Sy gilt.

Die Abweichungen einzelner Beobachtungen werden mit ¢ und 6 modelliert und als sto-
chastisch unabhéngig vorausgesetzt. Der Abknickpunkt Se wird als normalverteilt ange-

nommen, sodass sich fiir dessen Abweichungen normalverteilte Fehler ergeben:

8; = log Sc; — log S ~ N(0,72). (3.9)

Fiir die Lebensdauern werden zwei unterschiedliche Verteilungsannahmen betrachtet. Im
Falle normalverteilter Lebensdauern liefern Maximum Likelihood und lineare Regression
die gleichen Ergebnisse (ohne Beachtung von Durchldufern, siehe 2.5), was die Berechnun-

gen deutlich vereinfacht. Dabei ergeben sich fiir die Schwingspielzahlen lognormalverteilte
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Fehler:

¢ := log Ny; — log Ny ~ N(0,0?). (3.10)

Die Normalverteilung ist in der Regel aber unzureichend, um Lebensdauern zu model-
lieren, deren Ausfallwahrscheinlichkeit im Laufe der Zeit stetig zunimmt. Daher werden
Weibull-verteilte Lebensdauern betrachtet, fiir die sich Gumbel-verteilte Fehler ergeben
(siehe 2.3.3 bzw. A.0.2):

€; == log No; — log Ny ~ G(3,0)  mit 0 = /6. (3.11)

In beiden Fallen erhélt man mit

log N¢; = log Ny + k1 (log So — log Sc;) (3.12)

fir Sc; < S; beziehungsweise 9, < log S; — log S¢

log N; = log N¢; + ki(log Sc;s — log S;) + €;
= log Ny + k1(log So — log S;) + €; (3.13)
=! i1 T €

und fiir S¢; > S; beziehungsweise §; > log S; — log S¢
log N; = log Ne,;i + ka(log Sc; — log Si) + €

= log NO + k’l (log SQ — log Sc) + k’Q(lOg SC — log Sz) + (kg — k’1>(sl + € (314)
=t fiig + (k2 — k1)d; + €,

wobei p; 1 und ;2 den Erwartungswerten von log IV; beziiglich k; bzw. ks entsprechen.
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3.4 Beispieldatensaitze

Die unterschiedlichen Verfahren zur Berechnung von Konfidenzintervallen werden anhand
zweier Beispieldatensatze vorgestellt und getestet. Dabei werden sowohl ein realer Daten-
satz, fiir den die wahren Modellparameter unbekannt sind, als auch ein fiktiver Datensatz,
der fiir diese Arbeit aus vorgegebenen Modellparametern zuféllig erstellt wurde, unter-

sucht.

Fiir die Parameterschiatzung wird im Folgenden durchgingig die Annahme normalverteil-
ter Lebensdauern verwendet. Diese Konvention lasst die Betrachtung alternativer Ver-
fahren zu, die auf linearer Regression basieren und daher (log-)normalverteile Residuen
verlangen. Die anderen Verfahren lassen sich ohne Weiteres fiir die Annahme Weibull-

verteilter Lebensdauern anpassen.

3.4.1 Beispiel A: Verdacht auf zwei Bereiche

Der erste Beispieldatensatz enthélt reale Messwerte und liefert ein typisches Beispiel, bei
dem zwei Bereiche mit unterschiedlichen Wohlersteigungen vermutet werden. Die Stich-
probe hat eine Grofse von n = 24, wovon jeweils sechs Werte auf vier unterschiedlichen
Lastniveaus liegen, und enthélt auf dem untersten Lastniveau fiinf zensierte Werte, bei
denen die Beobachtung nach 3.75 - 10% Zyklen beendet wurde.

i | Last S; [kN| | Lebensdauer N; [Zyklen| | Zensurindex d;
1 2720 6.9000 - 10* 1
2 2720 7.3500 - 10* 1
3 2720 7.4250 - 10* 1
4 2720 7.6500 - 10* 1
5 2720 7.8000 - 10* 1
6 2720 1.0650 - 10° 1
7 2400 1.2375 - 10° 1
8 2400 1.4693 - 10° 1
9 2400 1.5225 - 10° 1
10 2400 1.6650 - 10° 1
11 2400 1.9575 - 10° 1
12 2400 2.1975 - 10° 1
13 2080 4.8825 - 10° 1
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i | Last S; [kN| | Lebensdauer N; [Zyklen| | Zensurindex d;
14 2080 5.4150 - 10° 1
15 2080 6.3525 - 10° 1
16 2080 1.0190 - 108 1
17 2080 1.2098 - 108 1
18 2080 1.5395 - 108 1
19 1760 1.0058 - 10° 1
20 1760 3.7500 - 10° 0
21 1760 3.7500 - 10° 0
22 1760 3.7500 - 10° 0
23 1760 3.7500 - 10° 0
24 1760 3.7500 - 10° 0

Tab. 1: Beispieldatensatz: Verdacht auf zwei Bereiche

In Abbildung 6 ist der Beispieldatensatz grafisch dargestellt. Besonders bei Beriicksichti-

gung der Durchldufer auf dem untersten Lastniveau léasst sich vermuten, dass die Woh-

lerlinie im Bereich in der unteren Halfte des Diagramms deutlich flacher verlauft.

2.800

2.600

2.400+

2.200

Last

2.000

1.800

[66))]

@ @D-O @@

(&)

100.000

1e+06
Lebensdauer

1e+07

Abb. 6: Grafische Darstellung des Beispieldatensatzes ,Verdacht auf zwei Bereiche* - Die Durch-
laufer sind als Dreieck eingetragen und liegen alle iibereinander.
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3.4.2 Beispiel B: Fiktiver Beispieldatensatz

Der zweite Beispieldatensatz ist ein rein fiktiver Datensatz, der mit Hilfe von Zufallszahlen
fiir beliebig gewahlte Parametern erstellt wurde, um die berechneten Konfidenzintervalle
mit den in diesem Fall bekannten wahren Parametern vergleichen zu konnen. Dariiber
hinaus ist fiir diesen Datensatz garantiert, dass das kombinierte Wéhlermodell den Daten

tatsachlich zugrunde liegt.

Es wurde ein Datensatz mit je sechs Priiflingen auf acht unterschiedlichen Lastniveaus
(130, 150, 170, 190, 210, 230, 250, 270) erstellt. Der Stichprobenumfang betriagt somit
n = 48. Die Wohlersteigungen wurden als k; = 5 und ky = 10, das Referenzniveau als
So = 270 mit Ny = 10°, der Abknickpunkt als S¢ = 200 und die Streuung als o = 0.1
festgelegt. Gemék 3.3.3 ergibt sich daraus 7 = 0.034641. Bei der so generierten Stichprobe

wurden alle Werte oberhalb von 2 - 107 zensiert.

Mit Hilfe von Matlab (siehe Listing 1) wurde nach diesen Vorgaben die in Tabelle 2
dargestellte Stichprobe zufillig erzeugt. In dieser liegen auf dem untersten Lastniveau

vier zensierte Werte vor.

i | Last S; |kN]| | Lebensdauer N; |[Zyklen| | Zensurindex d;
1 270 9.6097 - 10* 1
2 270 7.5707 - 10* 1
3 270 9.3387 - 10* 1
4 270 4.7511 - 10* 1
D 270 7.7858 - 10* 1
6 270 7.2004 - 10* 1
7 250 1.1633 - 10° 1
8 250 1.3989 - 10° 1
9 250 1.3633 - 10° 1
10 250 2.2991 - 10° 1
11 250 1.2881 - 10° 1
12 250 1.3871 - 10° 1
13 230 1.5533 - 10° 1
14 230 1.9973 - 10° 1
15 230 1.6383 - 10° 1
16 230 2.2450 - 10° 1
17 230 2.7132 - 10° 1
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i | Last S; [kN| | Lebensdauer N; [Zyklen| | Zensurindex d;
18 230 2.4468 - 10° 1
19 210 5.0151 - 10° 1
20 210 2.4136 - 10° 1
21 210 5.8496 - 10° 1
22 210 5.6328 - 10° 1
23 210 3.6122 - 10° 1
24 210 2.8861 - 10° 1
25 190 1.2316 - 10° 1
26 190 5.0558 - 10° 1
27 190 5.2008 - 10° 1
28 190 7.1070 - 10° 1
29 190 4.2124 -10° 1
30 190 4.8874 - 10° 1
31 170 2.1297 - 10° 1
32 170 2.1568 - 10° 1
33 170 1.3529 - 108 1
34 170 3.4848 - 10° 1
35 170 3.4819 - 10° 1
36 170 2.7479 - 10° 1
37 150 1.0497 - 107 1
38 150 6.7714 - 10° 1
39 150 9.7771 - 10° 1
40 150 8.1443 - 10° 1
41 150 6.9537 - 10° 1
42 150 6.9095 - 10° 1
43 130 2.0000 - 107 0
44 130 2.0000 - 107 0
45 130 1.9408 - 107 1
46 130 1.4424 - 107 1
47 130 2.0000 - 107 0
48 130 2.0000 - 107 0

Tab. 2: Fiktiver Datensatz mit normal-verteilten Abweichungen fiir bekannte Parameter (k; =

5, ks = 10, Ng = 105, S¢ = 200, o = 0.1, 7 = 0.034641)
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In Abbildung 7 ist der Datensatz grafisch dargestellt. Im Gegensatz zum ersten Beispiel
sind deutlich mehr Daten vorhanden und die Streuung im unteren Bereich ist etwas ge-
ringer. Auch fiir diesen Datensatz lasst sich gut erkennen, dass eine mogliche Ausgleichs-
gerade fiir Lasten unterhalb von 200 kN deutlich flacher verlauft, wobei der Unterschied

der beiden Steigungen etwas kleiner ist als beim ersten Beispieldatensatz.

280
(€] am @
260
[eXe o] (6]
240
@ 0000
220
e o [e] o @

200
e
[72) o @ €] [¢]
<
-

180

(o] (o] @ (e}
160
® o 00
140
o [
100.000 1e+06 1e+07
Lebensdauer

Abb. 7: Grafische Darstellung des Fiktiven Beispieldatensatzes - Die Durchlaufer sind als Dreieck
eingetragen und liegen alle iibereinander.

Seite 20



Parameterschitzung mit Maximum-Likelihood Kapitel 4

4 Parameterschatzung mit Maximum-Likelihood

Zur Anwendung des Maximum-Likelihood-Verfahrens ist es notwendig, die Likelihood-

Funktion des zugrundeliegenden Modells zu bestimmen. Diese ergibt sich nach (2.14) als

(O1X) = Info(n|X;)+ > In(1-Fyn|X,). (4.1)

I i€lp

Im Folgenden wird jeweils auf die Angabe der Abhéangigkeit von X; verzichtet, also zum

Beispiel fy(n) anstelle von fy(n|X;) geschrieben.

4.1 Likelihood-Funktion fur normalverteilte Lebensdauern

Fiir eine Stichprobe des kombinierten Wohlermodells (siche 3.3.4) ergibt sich die Vertei-
lungsfunktion wegen &; ~ N(0,72) als

Fy(n) = P(log N; < n)
= P(log N; < n|d; <logS; —logSc)- P(s; <logS; —logSe)
+ P(log N; <n|o; >logS; —log S¢) - P(9; > log S; — log S¢)

log S; — log S 42
0} ; — 10 c
= P(e; <n— ) - ®<u>
-
log S; — log S
+Am) - (1-o (=2 ))
mit
A(n) = P(log N; < n|d; >logS; —log Se) (43)
:P(,um—i-(k:g—kl)(;i—i-eiSn\§i>log5i—log50). .
Fiir normalverteile Lebensdauern mit ¢; ~ N(0,0?) gilt in (4.2)
Ple; <n— i) = (I)(n - ““) (4.4)
o

und A(n) ergibt sich als Integral der Faltung der Dichten f; und f,
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_ L /n—pp
fi(n) = O_¢( . ) (4.5)
R : (=) )
2 - — og S;—lo, ((k2—Fk1)(log S;—log S¢),00)
(k2 _ kl)T(l _ (I)( (ko klgl(gziiz): gSc))) (k?g _ ]{?1)7' 2—k1)(log g Sc

1 n

= 1 - og S;—lo oo
(ks — k‘l)T(l — <I>( logsi—TlogSC’))¢<(k2 _ k1)7'> ((k2—k1)(log S;—log S¢), )(n)

(4.6)

als

A(n) = /_zo /_Z fi(u —v) fa(v)dvdu

1
) ( log S; —log S )

]_ _
nopee 1 fu—v— iy 1 v
- —ng( ’ ) ¢>< ) dv du
/oo /kgkl)(logsilogsc) o o (kQ - kl)T (kj? - kl)T
1

1 — q)(logSiflogSc)

T

o n—1v— o 1 v
. d : 10) dv.
/(kgkl)aogsilogsc) ( o > (kg — k1)7 <(k‘2 — k‘l)7>

(4.7)

Durch Einsetzen von (4.7) in (4.2) und Kiirzen ergeben sich

Ca T Hia log S; — log S¢
Fy(n) _cp( . )cb( - ) (4.8)

o n—uv— o 1 v
+ / P : 10} dv  und
(ka—Fk1)(log S;—log S¢) < o > (ky — k1)7 ((k2 - k1)7>

_d 1 m— log S; — log S¢

Jo(n) —&Fe(n) = gﬁb( > )(I)< - > (4.9)

o0 1 /m—v— 9 1 v
+/ —¢< : ) d)( )dv.
(ka—Fk1)(log S;—log S¢) O g (k2 - kl)T (kQ - kl)T
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4.2 Likelihood-Funktion fur Weibull-verteilte Lebensdauern

Fiir Weibull-verteile Lebensdauern mit ¢; ~ G(3,0) mit 8 = 0v/6/7 gelten (4.2), (4.3)

und (4.6) unverdndert. Fiir die von ¢; abhéngigen Gleichungen ergeben sich hingegen

—F(m—pi1) 1 1,
Pleg<n—pp)=e*" " filn) = 3° B(min)e

_e—%(n—#m)

und (4.10)

A(TL) = 1 — @(logSi—logSc)

T

/°° e~ /B(n—v—p; ) 1 v (4.11)
. e ng( ) dv .
(ka—Fk1)(log S;—log S¢) (k2 — k)7~ \(kg — k1)7

Durch Einsetzen von (4.11) in (4.2) und Kiirzen ergeben sich

~%(n—u; 1 ;— 1
Fyln) == ' ’”cp( 0g 5 — log SC) (4.12)
T
> — L (n—v—p; ) 1 [
—i—/ e’ ’ qﬁ( ) dv  und
(ka—k1)(log S;—log Sc) (kg — k)7 " \(kg — )7
d 1 _ -Ln-ni1) _ rlog S; — log S
faln) == Fy(n) = Ee—ém—#m)ee e cb( o8 - o8 C) (4.13)
© 1 a0 *%(”*v*#m) 1 )
o ! e o Var
(k2—k1)(log S;—log S¢) B (kQ - kl)T (kQ - kl)T

4.3 Schatzung der Modellparameter

Mit der Log-Likelihood-Funktion (4.1) lassen sich fiir das vorgestellte Wohlermodell aus
einer gegebenen Stichprobe die Modellparameter Ny, o, Sc, 7, k1 und ky durch das
Maximum-Likelihood-Verfahren schétzen. Zur Maximierung muss dabei auf numerische

Methoden zuriickgegriffen werden, da keine analytische Losung bekannt ist.

Die Implementierung innerhalb des am Fraunhofer ITWM entwickelten Software-Pakets

Jurojin' verwendet dabei aus der Ipopt-Bibliothek? ein nichtlineares Optimierungsverfah-

http://www.itwm.fraunhofer.de/jurojin
*https://projects.coin-or.org/Ipopt
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ren mit Nebenbedingungen (Innere-Punkte-Verfahren). Fiir dieses werden fiir alle Parame-
ter plausible untere und obere Grenzen verwendet. Die Messungen der Berechnungsdauer
wurden auf einem Windows Server 2008 (64-bit, 2.80 GHz, 32 GB RAM) im Mehrbenut-

zerbetrieb vorgenommen.

In der Praxis haben sich aufgrund der Komplexitéit der Likelihood-Funktion Schwierig-
keiten beziiglich der numerischen Stabilitdt und der Konvergenzrate gezeigt. Aus diesen
Griinden wurde die Implementierung des Verfahrens am Fraunhofer ITWM weitergehend
verfeinert. So wird die Streuung o iterativ solange vergrofert, bis die Optimierung einen
Wert deutlich unterhalb der aktuellen Schranke liefert, und der Abknickpunkt S wird
auf einem ausreichend feinen Raster fixiert und innerhalb der Optimierung als Konstante
betrachtet [13].

4.3.1 Beispiel A

Fiir den Beispieldatensatz ,Verdacht auf zwei Bereiche* liefert die Schétzung der Modell-
parameter die in Tabelle 3 dargestellten Werte, wobei sich 7 wie in 3.3.3 erwahnt aus o
ableitet und sich Ny auf das oberste Lastniveau Sy = 2720 bezieht.

ki JlogNo | o | Se | 7 | ks
5.35763 | 4.9045 | 0.10152 | 2225.88 | 0.02871 | 13.6215

Tab. 3: Geschétzte Modellparameter fiir den Beispieldatensatz ,Verdacht auf zwei Bereiche
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Abb. 8: Grafische Darstellung der geschéitzten Wohlerlinie und des zugrundeliegenden Daten-
satzes ,Verdacht auf zwei Bereiche”. Ausfille sind als Kreis, Durchlaufer als Dreieck
dargestellt, wobei die fiinf Durchlaufer alle iibereinander liegen.
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Die geschéitzte Wohlerlinie ist in Abbildung 8 dargestellt. Wie erwartet knickt die Woh-
lerlinie zwischen den beiden mittleren Lastniveaus ab und verlduft im unteren Bereich
deutlich flacher. Dabei ist gut zu erkennen, dass das Modell die zensierten Werte bertick-
sichtigt hat, da die Wohlerlinie auf dem niedrigsten Lastniveau deutlich rechts von den

beobachteten Durchlaufern liegt.

4.3.2 Beispiel B

Fiir den fiktiven Beispieldatensatz liefert die Schiatzung die in Tabelle 4 dargestellten
Parameter. In diesem Fall fiihren die Durchlaufer auf dem untersten Lastniveau dazu,
dass ko merklich unterhalb des wahren Wertes liegt, wihrend die anderen Parameter

nicht deutlich vom jeweils wahren Wert abweichen.

kl IOg N() g SC T kQ
Schétzung | 5.46486 | 4.9216 | 0.10246 | 212.76 | 0.03854 | 8.8531
wahrer Wert 5.00 5.00 0.100 | 200.00 | 0.03464 | 10.00

Tab. 4: Geschéatzte Modellparameter fiir den Fiktiven Beispieldatensatz

Die resultierende Wohlerlinie ist in Abbildung 9 zusammen mit dem Datensatz dargestellt.
Da die Stichprobe recht grofs ist, passt die Wohlerlinie sehr gut zu den Daten. Die zu
den wahren Parametern gehérende Wohlerlinie verlauft bei etwas niedriger liegendem

Abknickpunkt im oberen Bereich etwas steiler, im unteren Bereich etwas flacher.
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Abb. 9: Grafische Darstellung der geschétzten Wdhlerlinie und des zugrundeliegenden fiktiven
Datensatzes. Ausfille sind als Kreis, Durchlaufer als Dreieck dargestellt, wobei die vier
Durchlaufer alle iibereinander liegen.
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5 Konfidenzintervalle mit Bootstrap

Um die Zuverlassigkeit der geschéitzten Parameter angeben zu kénnen, sind Konfidenz-
intervalle fiir die einzelnen Parameter gesucht. Im Idealfall wiirde man unzihlige Stich-
proben erheben und konnte daraus die Verteilung der Parameter bestimmen und damit
Konfidenzintervalle angeben. In der Praxis steht aber nur eine einzige Stichprobe limitier-

ten Umfangs zur Verfiigung.

Eine Moglichkeit, aus dieser einzelnen Stichprobe eine Information iiber die Verteilung
der Parameter zu erhalten, bietet das Bootstrap-Verfahren. Beim (nichtparametrischen)
Bootstrap-Verfahren werden dazu, vereinfacht gesagt, B neue Stichproben durch Zie-
hen mit Zuriicklegen aus der urspriinglichen Stichprobe erzeugt. Aus den insgesamt B
Bootstrap-Stichproben werden insgesamt B Schétzwerte bestimmt, mithilfe derer etwas

iiber die Verteilung des Schétzers gesagt werden kann.

5.1 Bootstrap-Verfahren

Sei X = (X1, ..., X,,) eine Stichprobe mit Xj, ..., X, % F und Tr(X) eine Statistik mit
Tr ~ G, wobei F' und G unbekannt sind. Um G zu approximieren, wird die empirische
Verteilung G der Schiitzer T := T, (X}) bestimmt, wobei X* = (X7, X)) mit
X! ~ F* = F die sogenannten Bootstrap-Stichproben sind. Beim nichtparametrischen
Bootstrap-Verfahren wird dafiir die empirische Verteilungsfunktion F* := F verwendet.

22, S. 96]

Die Monte-Carlo-Methode kann verwendet werden, um aus F* insgesamt B Bootstrap-
Stichproben X7, ..., X} zu erzeugen und ihre Schétzwerte T = T« (X) zu berechnen.
Aus dem Gesetz der groften Zahlen ergibt sich, dass der Erwartungswert von 7" iiber das

arithmetische Mittel geschétzt werden kann:

E[T) ~ E[T*] = é ZT (5.1)

Im Falle des kombinierten Wéhlermodells werden also fiir jede Bootstrap-Stichprobe X7
die Modellparameter mittels Maximum Likelihood geschéitzt und anschliefend die empi-
rische Verteilung der geschétzten Parameter betrachtet. Aus dieser lassen sich Konfiden-

zintervalle fiir den Schéatzer bestimmen.
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5.2 Herleitung der Konfidenzintervalle

5.2.1 Bootstrap-Quantil-Methode

Die Bootstrap-Quantil-Methode verwendet die geordneten Schéitzwerte T(*l), ...,T(*B), um
ein approximatives Konfidenzintervall fiir den Schétzer anzugeben. Im allgemeinen Fall
erhalt man durch die Bestimmung der beiden Quantile g7, /9 und ¢, /o AUS der empirischen
Verteilungsfuntion Fp- das folgende zweiseitige a-Konfidenzintervall fiir 7%, welches das

entsprechende Konfidenzintervall fiir 7" approximiert [10, S. 170]:

[qila/z, qZ/g] (5.2)

5.2.2 Bootstrap-Prinzip

Eine weitere Moglichkeit bietet das Bootstrap-Prinzip, das ebenfalls die Quantile der
Bootstrap-Schétzwerte 7™ nutzt. Um das Konfidenzintervall unabhéngiger von den spe-
ziellen Eigenschaften der geschitzten Verteilung zu machen, wird der Schitzwert 7' der

Originalstichprobe als Pivot zur Korrektur verwendet |7, S. 194]:

2T — Qas2> 2T — U—a)2 (5.3)

Das Bootstrap-Prinzip wird oft in der Literatur bevorzugt 12|, kann aber (ohne zusétzli-
che Korrektur durch Logarithmieren) dazu fiihren, dass fiir strikt positive Parameter eine
negative untere Grenze bestimmt wird. Daher ist im Einzelfall zu priifen, welche Methode

zur Schitzung der Konfidenzintervalle besser geeignet ist.

Da sich in der Anwendung keine Probleme beziiglich der strikt positiven Parameter er-
geben haben, wurde im Folgenden das Bootstrap-Prinzip verwendet. Auf die Rechenzeit
hat die Wahl der konkreten Bootstrap-Methode in diesem Fall ohnehin keinen Einfluss.

5.3 Anwendung fiir Beispieldatensatze

5.3.1 Beispiel A

Tabelle 5 enthélt die fiir den Datensatz ,Verdacht auf zwei Bereiche mit dem Bootstrap-

Prinzip berechneten 95%-Konfidenzintervalle fiir unterschiedlich viele Bootstrap-Stichpro-
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ben. Die Berechnung hat dabei fiir B = 200 insgesamt 16.512s (ca. 4 1/2 Stunden) und
fir B = 2000 insgesamt 161.448s (ca. 45 Stunden) gedauert. Die Unterschiede zwischen
den Ergebnissen sind dabei trotz zehnmal mehr Bootstrap-Stichproben und damit auch

einer zehnmal so langen Berechnungsdauer sehr gering.

| k| logN, | o | S | ko
B =200 |[2.57,5.51] | [4.88, 5.02] | [0.086, 0.161] | [2158, 2372] | [12.77, 15.42]
B = 2000 | [2.60, 5.34] | [4.86, 5.01] | [0.087, 0.156] | [2158, 2356] | [13.05, 15.59]

Tab. 5: 95%-Konfidenzintervalle fiir Modellparameter des Datensatzes ,Verdacht auf zwei Berei-
che“ fiir unterschiedlich viele Bootstrap-Stichproben (B = 2000 bzw. B = 200).

Dabei féllt auf, dass die Konfidenzintervalle nicht symmetrisch sind, insbesondere fiir die
Steigungen der Wohlerlinie und den Abknickpunkt, deren jeweilige Schiatzwerte eher am
Rand der Intervalle liegen (/%1 = 5.38, Sc = 2225 und ky = 13.62). Dieser Umstand
lasst sich beim Blick auf die grafische Darstellung der urspriinglichen Schétzung (vgl.
Abbildung 8) dadurch erkldren, dass je nach Zusammensetzung der erzeugten Bootstrap-
Stichprobe die erste Wohlerlinie etwas flacher und dadurch der Abknickpunkt niedriger

und die zweite Wohlerlinie etwas steiler geschitzt wird, nicht aber umgekehrt.

5.3.2 Beispiel B

Fiir den Datensatz ,Fiktiver Beispieldatensatz* ergeben sich die in Tabelle 6 angegebenen
95%-Konfidenzintervalle. Fiir B = 2000 dauert die Berechnung 88.884s (ca. 24 1/2 Stun-
den), fiir B = 200 mit 8.916s (ca. 2 1/2 Stunden) und fiir B = 5000 mit 224.532s
(ca. 62 1/2 Stunden) entsprechend kiirzer bezichungsweise ldnger. Bei einer Stichproben-
grofe von n = 48 im Vergleich zu n = 24 bei Beispiel A ist die Optimierung innerhalb des
Maximum-Likelihood-Verfahrens etwa doppelt so schnell und die Konfidenzintervalle sind

deutlich kleiner. Ebenso wie bei Beispiel A sind die Konfidenzintervalle nicht symmetrisch.

kq log Ny o Sc ko
B — 200 | [4.96,5.46] | [4.91,4.99] |[0.102, 0.137] | [189, 218] | [8.85, 9.73|
B — 2000 | [4.99,5.46] | [4.91,5.00] | [0.102, 0.138] | [189, 218] | [8.85, 9.75]
B = 5000 [5.01, 5.46| [4.91, 5.00] [0.102, 0.139] | [189, 218] | [8.85, 9.74|
0; enthalten | ja / ja / nein | nein / ja / ja nein ja nein

Tab. 6: 95%-Konfidenzintervalle fiir Modellparameter des fiktiven Beispieldatensatzes fiir un-
terschiedlich viele Bootstrap-Stichproben. Maximal drei der wahren Parameter sind im
jeweiligen Konfidenzintervall enthalten.
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Da fiir diesen fiktiven Datensatz die wahren Parameter, mit denen die Stichprobe zufal-
lig erzeugt wurde, bekannt sind, lésst sich iiberpriifen, ob der jeweils wahre Parameter
innerhalb des Konfidenzintervalls liegt. Das ist nur fiir ¢ = 0.1 und ky = 10 nicht der
Fall. Allerdings liegen k; = 5 und log Ny = 5 jeweils sehr dicht am Rand des Konfidenzin-
tervalls. Das bedeutet allerdings nicht, dass das Bootstrap-Verfahren schlecht ist, da ein
Konfidenzintervall nicht zwangsléaufig den wahren Parameter iberdecken muss. In diesem

Fall lasst der Datensatz lediglich keine bessere Schitzung zu.

5.4 Modifikationen zur Verringerung der Rechenzeit

Der Nachteil des Bootstrap-Verfahrens fiir das kombinierte Wéhlermodell ist, dass die ein-
zelne Parameterschéitzung, die innerhalb jeder Bootstrap-Schleife einmal und damit ins-
gesamt B-mal durchgefiihrt werden muss, aufgrund der Komplexitét der Log-Likelihood-
Funktion sehr lange dauert. Dies fiihrt, je nach Geschwindigkeit des verwendeten Com-
puters und der Anzahl gewiinschter Bootstrap-Stichproben, zu einem Zeitaufwand von
insgesamt mehreren Stunden bis mehreren Tagen. Um den Zeitaufwand zu verringern,

wird zunéchst versucht, das Bootstrap-Verfahren zu modifizieren.

Eine Modifikation beziehungsweise ein Spezialfall des Bootstrap-Verfahrens ist Jackkni-
fe, das lediglich so viele Parameterschitzungen verwendet, wie Werte in der originalen

Stichprobe vorliegen, und dadurch entsprechend schneller ist.

Eine andere Moglichkeit, das Bootstrap-Verfahren zu beschleunigen, kénnte es sein, das
Maximum-Likelihood-Verfahren zur Parameterschétzung innerhalb der Bootstrap-Schleife
durch eine einfachere und dadurch schnellere, wenn auch voraussichtlich ungenauere Pa-
rameterschiatzung wie die lineare Regression zu ersetzen. Fiir die Parameterschitzung
selbst wurden solche Verfahren bisher nicht betrachtet, da im Gegensatz zu diesen das
Maximum-Likelihood-Verfahren problemlos mit beliebig komplexen Modellen umgehen
kann. Sowohl fiir die Beriicksichtigung zensierter Daten als auch fiir segmentierte lineare

Modelle existieren Verfahren, um das entsprechende Regressionsmodell zu 16sen.

Da das nichtparametrische Bootstrap nicht auf den originalen Schéitzwerten 0, basiert (im
Gegensatz zum parametrischen Bootstrap, das diese Werte zum Erzeugen der Bootstrap-
Stichproben verwendet), ist es theoretisch moglich, das Maximum-Likelihood-Verfahren
zur Schitzung von 6 und ein anderes Verfahren zur Schitzung der Konfidenzintervalle
zu verwenden, ohne gegen die prinzipielle Vorgehensweise beim Bootstrap-Verfahren zu
verstoften. Es ist aber davon auszugehen, dass die Ergebnisse in dem Fall nicht ganz so

préazise wie bei der Verwendung von Maximum Likelihood sind.
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5.4.1 Jackknife

Das Jackknife, in diesem Fall das delete-1-Jackknife, ist sowohl ein Vorlaufer als auch ein
Spezialfall des Bootstrap-Verfahrens. Es lasst sich ebenfalls zur Schatzung von Konfiden-
zintervallen anwenden [25], wenngleich es normalerweise hauptséchlich zur Schédtzung des
Bias verwendet wird. Es basiert auf der Idee, die gedinderten Stichproben zu betrachten,

bei denen jeweils ein Wert der originalen Stichprobe entfernt wurde.

Definition 5.4.1 (Jackknife)
Sei X = (X1, ..., X,) eine Stichprobe und 0 = 0(X) ein Schitzer. Dann sind

X(Z) - (X17X27"’7Xi—17Xi+17'-'7XTL) (54)

firi=1,...,n die Jackknife-Stichproben. [10, S. 141f]

i=1

Mit é(i) = 0(X;)) und é(.) =>" é(i)/n lasst sich die Varianz als

n

. n—1 A A
oy = > O — b)) (5.5)

n X
=1

schatzen und daraus das Konfidenzintervall

i 1., - 1
|:0—U1+Ta ﬁag,é’—i—uHTa 503] (5.6)

bestimmen, wobei u,, das a-Quantil der Standardnormalverteilung bezeichnet.

Um den durch das Jackknife geschétzten Bias zu berticksichtigen, wird teilweise die Ver-

wendung der Pseudowerte

pS(i) = né — (n — 1)9(1) (5.7)

anstelle von f;) und ps(y = Y27, ps/n anstelle von 6. in (5.5) und (5.6) empfohlen [23].
Fiir die Beispieldatensatze wurden beide Varianten getestet. Da die Parameterschitzung
nur n = 24-mal beziehungsweise n = 48-mal wiederholt werden muss, ist die Berechnungs-

dauer mit 1.986s (ca. 1/2 Stunde) und 3.223s (ca. 1 Stunde) fiir die Datensétze deutlich

geringer.

In Tabelle 7 sind die 95%-Konfidenzintervalle des Jackknife dargestellt, sowohl fiir die
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Verwendung von 9(i) als auch von ps(;). Fiir é(i) sind diese allerdings deutlich kleiner als
die Bootstrap-Konfidenzintervalle. Das liegt daran, dass die Stichproben von Wohlerver-
suchen in der Regel mehrere Versuche auf gleichen Lastniveaus enthalten und dadurch
der Einfluss eines einzelnen Wertes auf die Parameterschiatzung sehr gering ist. Dadurch
unterscheiden sich die geschitzten Parameter kaum, wenn jeweils ein Wert aus der Stich-

probe entfernt wird.

Auch die Bias-Korrektur bei Verwendung von ps(; liefert in diesem Fall nicht das ge-
wiinschte Resultat. Besonders deutlich wird dies beim Abknickpunkt S¢, fiir den das Kon-
fidenzintervall [1844,1931] berechnet wird, obwohl der Maximum-Likelihood-Schétzwert
bei 2226 liegt.

kl lOg No g SC ]{,‘2
O | [5.34, 5.37] | [4.86, 4.94] | [0.097, 0.106] | [2182, 2269] | [13.22, 14.02]
ps | [5.31, 5.34] | [4.72, 4.80] | [0.102, 0.111] | [1844, 1931] | [13.85, 14.65]

Tab. 7: 95%—Konﬁdenzintervalle fiir die Modellparameter durch Jackknife bei Verwendung von
9(1) und pS(i)

Fiir den groferen, fiktiven Beispieldatensatz sind die geschétzten Parameter sogar fiir
alle Jackknife-Stichproben gleich denen der originalen Stichprobe, da der Einfluss eines
einzelnen Wertes auf die Parameterschéitzung des Datensatzes zu gering ist. Um dies zu
verhindern, kénnte ein delete-k-Jackknife verwendet werden, bei dem jeweils & Werte aus
der Stichprobe entfernt werden, was letztlich aber je nach gewéhltem k& wieder eine deut-
lich hohere Berechnungsdauer aufweisen wiirde und dementsprechend nicht als schnellere

Alternative in Frage kommt.

Die Anzahl der zu betrachtenden Jackknife-Stichproben ergibt sich dabei als (Z), was bei
n = 24 bereits fiir £ = 2 eine Betrachtung von 276 Stichproben bedeutet, wiahrend das
Bootstrap-Verfahren bereits fiir B = 200 gute Ergebnisse liefert. Die Verwendung von

Jackknife ist daher fiir das kombinierte Wohlermodell nicht zu empfehlen.

5.4.2 Segmentierte lineare Regression

Standardmodelle der linearen Regression behandeln in der Regel nur eine Regressions-
gerade und nicht, wie es beim kombinierten Wohlermodell der Fall ist, eine stiickweise
lineare Funktion. Ein solches Modell fiihrt im Allgemeinen auf eine lineare Regression mit
Nebenbedingungen zuriick. Analog zur Definition in Abschnitt 2.4 wird hierbei fiir ein

Modell mit zwei Geraden
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yo JAhre wse EY|X] = JX B, wse (5.8)

X52+€> r>c f2<X7527) r>c

betrachtet. Dabei ist die Nebenbedingung

file, 1) = fale, B2) (5.9)

zu berticksichtigen, um die Stetigkeit der Wohlerlinie zu garantieren.

Hudson hat zur Losung hiervon in 1966 eine Methode vorgestellt, die alle zulédssigen Par-
titionen der Daten in die zwei Bereiche bestimmt und anschlieffend jeweils eine Regression
mit explizit gegebenen Nebenbedingungen rechnet [18]. Auferdem stellt Lerman in [19]
eine weitere Methode zur Losung mittels Gittersuche vor. Lineare Regression lasst sich

also prinzipiell auch fiir das kombinierte Wohlermodell mit zwei Steigungen anwenden.

5.4.3 Zensierte Regression iiber Kaplan-Meier-Schatzer

Das grofsere Problem stellen fiir die Regression zensierte Daten dar, da die exakte Lage
dieser Werte und damit der zu minimierende Abstand zur Ausgleichsgeraden unbekannt
ist. Buckley and James présentieren in [2] eine Moglichkeit, diese Werte bei linearer Re-
gression zu beriicksichtigen, indem der Kaplan-Meier-Schétzer verwendet wird. Fiir das
einfachste Modell y; = a + [Bz; + ¢; werden die Parameter so geschitzt, sodass & und B

gerade [ €2 d F, 5(e) minimieren, wobei

Fogle)=1- H (%yi und  e;(o, 8) =y, — a — Bx;. (5.10)
i,ei(o,B)<e

Die Berticksichtigung zensierter Daten ist bei linearer Regression also ebenfalls moglich.

Die vorgestellte Methode benétigt aber letztlich umfangreiche numerische Methoden und

hat nicht immer eine eindeutige Losung, wodurch sie innerhalb des Bootstrap-Verfahrens

ungeeignet fiir eine einfachere, schnellere Schatzung der Modellparameter ist. Daher wurde

die Idee, das Bootstrap-Verfahren durch die Verwendung linearer Regression anstelle des

Maximum-Likelihood-Verfahrens zu beschleunigen, wieder verworfen.
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6 Konfidenzintervalle mit Likelihood Quotient

Der Likelihood-Quotienten-Test ist ein bekannter Hypothesentest fiir Maximum-Likeli-
hood-Schétzer, der auf dem asymptotischen Verhalten der Test-Statistik des Likelihood
Quotienten basiert, die gerade Chi-Quadrat-verteilt ist. Durch Invertierung des Tests las-

sen sich Konfidenzintervalle fiir die geschétzten Parameter bestimmen.

6.1 Likelihood Quotient

Definition 6.1.1 (Likelihood-Quotienten-Test)

Sei L(X) = Py mit 0 € © C RY, L(0|X) die Likelihood- bzw. £(0|X) die Log-Likelihood-
Funktion, 6y € © und 0 ein Mazimum-Likelihood-Schitzer von 0. Dann ist der (asympto-
tische) Likelihood-Quotienten-Test fir die Nullhypothese Hy : 0 = 6y gegen Hy : 0 # 0
fur die Likelihood Test-Statistik

LX)  L(0|X)
A (X) = = — 6.1
X = e LO1X) ~ 1| X) &)
durch den Annahmebereich
Co = {z: —2In\,(X) = 2[€(0]X) — £(66|X)] < qua} (6.2)

gegeben, wobei qq, das a-Quantil der x?-Verteilung mit d Freiheitsgraden ist.

In manchen Féllen lasst sich die exakte Verteilung des Likelihood-Quotienten unter der
Hypothese bestimmt werden, andernfalls wird der kritische Wert des Annahmebereiches
aus der x2-Verteilung bestimmt. Dieses asymptotische Verhalten von —21In ), (X) folgt
aus der asymptotische Normalitdt des Maximum-Likelihood-Schétzers (siche auch A.0.4)
[22, S. 74].

6.2 Herleitung der Konfidenzintervalle

Duch Invertieren des vorgestellten Hypothesentests lésst sich ein Konfidenzintervall kon-
struieren. Der in (6.2) definierte Annahmebereich gibt den Bereich an, in dem die Null-

hypothese Hy : 8 = 6y nicht verworfen werden kann. Daraus ergibt sich, dass
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Py(u(X) <0< 0(X)) >« (6.3)
fiir alle 0 € © gilt, wenn 6* =: u(X) beziehungsweise §* =: 0o(X) gerade maximal bezie-
hungsweise minimal gewéhlt werden, sodass 2 [¢ (01X) — (6|1 X )] < qa,(+a)2 gilt. Also ist
fiir 6* mit 6 = 6; fiir alle i # j

. 1 o . 1
[argmaxlf(@!X) —UO"|X) < Sa1,a4a)2, argmin£(]X) — £(07]X) < §ql,<1+a>/2] (6.4)

03,07 <0; 6%,07>0;

ein approximatives a-Konfidenzintervall fiir 6; [21].

Es ist zu berticksichtigen, dass in diesem Fall jeweils nur 6; als Parameter von Interesse be-
trachtet wird und sich das Konfidenzintervall darauf bezieht, dass die anderen Parameter
auf ihren urspriinglichen Schatzwerten fixiert sind. Dies ist bildlich so vorzustellen, dass
die durch ¢q, definierte (Hyper-)Schnittebene der Log-Likelihood-Funktion als Rechteck
angenommen und auf die Achse des Parameters 6, projeziert wird. Ein moglicher Algorith-
mus zur Beriicksichtigung der weitere Modellparameter 6; als variabel wird zum Beispiel
in [26] vorgestellt, ist aber sehr rechenintensiv und wird daher in diesem Zusammenhang

nicht als schnellere Alternative zum Bootstrap-Verfahren in Betracht gezogen.

6.3 Anwendung fiir Beispieldatensatze

Um das Konfidenzintervalls eines Parameters ¢; zu bestimmen, werdeh die Losungen
von £(A|X) — €(0*]X) < 301,(1+a)/2 beziiglich % mit dem Bisektions-Verfahren numerisch
approximiert werden (siche Anhang C, Listing 20).

6.3.1 Beispiel A

Die Tabelle 8 enthélt die fiir den Beispieldatensatz ,Verdacht auf zwei Bereiche berech-
neten 95%-Konfidenzintervalle, deren Berechnung nur 5s dauert, womit das Verfahren im
Vergleich zum Bootstrap-Verfahren sehr schnell ist. Allerdings sind die Konfidenzinter-
valle im Vergleich zu denen des Bootstrap-Verfahrens recht ungenau. Insbesondere fiir
die untere Wohlersteigung ko als auch fiir den Abknickpunkt S¢ sind die berechneten

Konfidenzintervalle deutlich zu grofs.
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ki | logNy | o | Se | ko
[3.75, 6.63] | [4.81, 4.98] | [0.071, 0.150] | [2003, 2377] | [10.90, 20.48]

Tab. 8: 95%-Konfidenzintervalle fiir die Modellparameter des Datensatzes ,Verdacht auf zwei
Bereiche®. Insbesondere fiir die Woéhlersteigung ko ist das berechnete Konfidenzintervall
deutlich grofer als beim Bootstrap-Verfahren.

6.3.2 Beispiel B

Die Tabelle 9 enthalt die fiir den fiktiven Beispieldatensatz berechneten 95%-Konfidenz-
intervalle, deren Berechnung bei doppeltem Stichprobenumfang mit 10s doppelt solange
wie bei Beispiel A dauert. Fiir diesen fiktiven Datensatz liefert der Likelihood Quotient
insgesamt deutlich bessere Ergebnisse als fiir den realen Datensatz. Wie beim Bootstrap-
Verfahren werden drei der wahren Parameter von den Konfidenzintervallen iiberdeckt.
Die Intervalle der Wohlersteigungen k; und ko sind aber verglichen mit den Bootstrap-

Konfidenzintervallen etwas zu grof.

k’l log NO o SC kg
4.37, 5.94] | [4.88, 4.96] | [0.082, 0.134] | [191, 224] | [7.97, 9.66]
6; enthalten ja nein ja ja nein

Tab. 9: 95%-Konfidenzintervalle fiir die Modellparameter des fiktiven Beispieldatensatzes. Wie
beim Bootstrap-Verfahren sind drei Parameter im entsprechenden Konfidenzintervall ent-
halten, aber die Konfidenzintervalle sind etwas grofier.
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7 Konfidenzintervalle mit Fisher Information

Eine Moglichkeit zur Bestimmung von approximativen Konfidenzintervallen fiir Maxi-
mum-Likelihood-Schétzer bietet die Fisher-Information, die sich aus den zweiten Ablei-
tungen der Log-Likelihood-Funktion ergibt. Die Idee dafiir basiert auf der asymptotischen
Normalitdt von Maximum-Likelihood-Schétzern. Die so aus der Fisher Information ab-
geleiteten Konfidenzintervalle werden im Englischen auch als Fisher Matriz Confidence
Bounds bezeichnet [20)].

7.1 Fisher Information

Definition 7.1.1 (Fisher Information)
Fir L(X) = Py mit 0 € © C R™, fy(x) stetig partiell differenzierbar bzgl. 0 fir fast alle

x, ist die (erwartete) Fisher Information definiert als

() = (Eg [ - 9‘?; g fe(X)} )le N (7.1)

.....

und die beobachtete Fisher Information als

Jn(0|X) = ( - 2 ﬁ In f@(Xi)) ,’ : (7.2)

Nach dem Gesetz der grofsen Zahlen konvergiert der Term auf der rechten Seite von
(7.2) im Mittel gegen den Erwartungswert, sodass J,(0|X) — nl(0) gilt. Fiir einen
konsisten Schitzer 6 gilt zusétzlich 6 L 0, sodass die beobachtete Fisher Information

als Approximation fiir die (erwartete) Fisher Information verwendet werden kann [9]:
Jo(0|X) 25 nI(6). (7.3)

7.2 Herleitung der Konfidenzintervalle

Nach A.0.4 sind Maximum-Likelihood-Schétzer unter gewissen Voraussetzungen asym-
ptotisch normal mit Konvergenzrate a,, = v/n, wobei die Kovarianzmatrix dem Inversen

der Fisher Information entspricht. Dadurch ist
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|:A U1+a A U1+a

= IO, bk — (107, ] (74)

ein approximatives a-Konfidenzintervall fiir 6;, wobei u, das a-Quantil der Standardnor-
malverteilung bezeichnet [22, Prop. 4.4.10]. Fiir die beobachtete Fisher Information gilt
analog [14]:

[éi — e [ (Ju(01X) ), B+ s \/(Jn(é|1)—1)i7i] . (7.5)

7.3 Anwendung fiir Beispieldatensatze

Um die Konfidenzintervalle bestimmen zu konnen, ist die Fisher Information des Maxi-
mum-Likelihood-Schétzers zu berechnen. Im Falle des maximalen Wohlermodells miissen
dafiir nicht nur die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung von fy sondern im Falle von
Durchldufern auch von Fy bestimmt werden, da fiir die Log-Likelihood-Funktion (2.14)
gilt:

S Fa(X))
“wlL) Z el
o (mfe( X)) fo(X0) — (5 fo(X0)) (2 fo( X))
0| X) = g i
6<9j89k ( |_) iezl;; (fH(Xl))2
.S (oo Fo(X0)) (Fo(Xi) — 1) — (%mxi)) (2 Fo(X,)
i€lp (FG(XZ') - 1)

(7.6)

Fiir die rechnerische Bestimmung der Fisher Information wurden die partiellen Ablei-
tungen erster Ordnung exakt bestimmt und die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung

numerisch approximiert (siehe Anhang B).

Die Berechnungen erfolgten der Einfachheit halber mit Matlab, ohne die Funktionen be-
ziiglich der Rechengeschwindigkeit zu optimieren (siehe Anhang C, Listing 3). Da das Ver-
fahren keine Maximierung benotigt und insbesondere nicht wie das Bootstrap-Verfahren
eine groffe Anzahl an Wiederholungen verwendet, ist die notwendige Berechnungsdauer

ohnehin im Bereich von wenigen Minuten.
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7.3.1 Beispiel A

Die Tabelle 10 enthélt die geschétzten Konfidenzintervalle fiir den Beispieldatensatz ,Ver-
dacht auf zwei Bereiche®, deren Berechnung 55s dauert. Da diese Konfidenzintervalle per
Definition symmetrisch sind, unterscheiden sie sich (von log Ny abgesehen) von den nicht-
symmetrischen Bootstrap-Konfidenzintervallen. Fiir o (0.156 vs 0.162), S¢ (2425 vs 2356)
und k2 (12.90 vs 13.05) ist jeweils eine Grenze der Intervalle sehr dhnlich, wihrend die
jeweils andere entsprechend grofer beziehungsweise kleiner ist. Das Konfidenzintervall fiir
k1 hingegen weicht beidseitig von dem per Bootstrap bestimmten (2.60 bis 5.34) ab. Damit
ist eine grokere, unter Umsténden auch zu grofe Uberdeckungsrate der Konfidenzinter-

valle zu erwarten.

ki | logNy | o | Se | ko
[4.11, 6.61] | [4.84, 4.96] | [0.042, 0.162] | [2027, 2425] | [12.90, 14.34]

Tab. 10: 95%-Konfidenzintervalle fiir die Modellparameter des Beispieldatensatzes ,Verdacht auf
zwel Bereiche”, die per Definition symmetrisch sind und insgesamt den Bootstrap-
Konfidenzintervallen sehr nahe kommen.

7.3.2 Beispiel B

Die Tabelle 11 enthélt die geschéatzten Konfidenzintervalle fiir den fiktiven Beispieldaten-
satz, deren Berechnung bei doppeltem Stichprobenumfang mit 111s doppelt solange wie
bei Beispiel A dauert. Auch fiir diesen Datensatz ist das aus der Fisher Information be-
rechnete Konfidenzintervall fiir log Ny nahezu identisch mit dem des Bootstrap-Verfahrens
und die weiteren Konfidenzintervalle stimmen auf jeweils einer Seite fast tiberein (ki: 5.02
vs 4.99, S 192 vs 189, ko: 9.52 vs 9.74), nur das Konfidenzintervall fiir o ist deutlich
verschoben. Im Gegensatz zum Bootstrap-Verfahren werden die wahren Parameter von

log Ny und k; nicht mehr durch das Konfidenzintervall iberdeckt, dafiir der von o.

k‘l log NO (o} SC k’g
[5.02, 5.91] | [4.88, 4.96] | [0.080, 0.125] | [192, 233| | [8.20, 9.51]
6; enthalten nein nein ja ja nein

Tab. 11: 95%-Konfidenzintervalle fiir die Modellparameter des fiktiven Beispieldatensatzes. Nur
zwei Konfidenzintervalle iiberdecken den wahren Parameter, bei den anderen liegt der
jeweils wahre Parameter nur knapp auferhalb.

Insgesamt sind fiir diesen Beispieldatensatz die Unterschiede zwischen den Bootstrap-

Konfidenzintervallen und den aus der Fisher Information konstruierten sehr klein. Fiir den
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realen Datensatz ,Verdacht auf zwei Bereiche” sind die Unterschiede bei halb so groftem
Stichprobenumfang etwas grofer. Es lasst sich vermuten, dass sich dieser Umstand pro-
portional verhélt und die aus der Fisher Information konstruierten Konfidenzintervalle

umso besser sind, je grofer der Stichprobenumfang.
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8 Fazit

Das Bootstrap-Verfahren ist ein bewahrtes Verfahren zur Berechnung von Konfidenzin-
tervallen, insbesondere im Fall komplexer Schétzer, fiir die keine exakten Konfidenzinter-
valle bekannt sind. Es lasst sich auch fiir das kombinierte Wohlermodell ohne besonderen
Programmieraufwand implementieren und liefert die Konfidenzintervalle mit der besten
Uberdeckungsrate, obwohl diese Konfidenzintervalle fiir den fiktiven Beispieldatensatz nur

drei der finf wahren Parameter tiberdecken.

Die Anwendung des Bootstrap-Verfahrens dauert je nach Anzahl an Bootstrap-Stichpro-
ben allerdings mehrere Stunden bis Tage, da die rechenintensive Maximum-Likelihood-
Schétzung so haufig wiederholt werden muss, wie Bootstrap-Stichproben erzeugt werden.
Aufgrund der Komplexitéit des Modells lésst es sich nicht ohne Weiteres mit vereinfach-
ten Mitteln wie linearer Regression beschleunigen. Wenn eine kiirzere Berechnungsdauer

gewiinscht ist, muss ein alternatives Verfahren in Betracht gezogen werden.

Eine schnellere Alternative bieten Verfahren, die das asymptotische Verhalten der Maxi-
mum-Likelihood-Schétzer ausnutzen und daraus entsprechende Konfidenzintervalle ablei-
ten. Sowohl die aus dem Likelihood Quotienten als auch die aus der Fisher Information
konstruierten Konfidenzintervalle lassen sich innerhalb weniger Sekunden beziehungsweise
Minuten berechnen. Die Tabellen 12 und 13 zeigen die berechneten Konfidenzintervalle

der beiden betrachteten Beispieldatensétze fiir die drei unterschiedlichen Verfahren.

k1 log Ny o Sc ko
Bootstrap | [2.60, 5.34] | [4.86, 5.01] | [0.087, 0.156] | [2158, 2356] | [13.05, 15.59|
Likelihood | [3.75, 6.63] | [4.81, 4.98] | [0.071, 0.150] | [2003, 2377] | [10.90, 20.48|
Fisher | [4.11, 6.61] | [4.84, 4.96] | [0.042, 0.162] | [2027, 2425] | [12.90, 14.34]
Schétzwert 5.35763 4.9045 0.10152 2225.88 13.6215

Tab. 12: 95%-Konfidenzintervalle aus dem Bootstrap-Verfahrens (B = 2000), dem Likelihood
Quotienten und der Fisher Information fiir die Modellparameter des Datensatzes ,Ver-
dacht auf zwei Bereiche

Insbesondere fiir den realen Beispieldatensatz ,Verdacht auf zwei Bereiche” liefert der
Likelihood Quotient allerdings keine zufriedenstellenden Ergebnisse, da die Konfidenzin-
tervalle teilweise deutlich zu grof sind. Nur fiir den fiktiven Beispieldatensatz sind die

Ergebnisse genau genug.

Die Fisher Information hingegen liefert bei beiden Beispieldatensétzen Konfidenzinterval-
le, die denen des Bootstrap-Verfahrens sehr nahe kommen. Im Gegensatz zu jenen sind

sie per Definition symmetrisch, stimmen aber auf jeweils einer Seite mit ihnen nahezu
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iberein.

k1 log Ny o Sc ko
Bootstrap | [4.99, 5.46] | [4.91, 5.00] | [0.102, 0.138] | [189, 218]| | [8.85, 9.75]
Likelihood | [4.37, 5.94] | [4.88, 4.96] | [0.082, 0.134] | [191, 224]| | [7.97, 9.66]
Fisher [5.02, 5.91] | [4.88, 4.96] | [0.080, 0.125] | [192, 233] | [8.20, 9.51]
wahrer Wert 5.00 5.00 0.100 200 10.00
Schéatzwert 5.46486 4.9216 0.10246 212.76 8.8531

Tab. 13: 95%-Konfidenzintervalle aus dem Bootstrap-Verfahrens (B = 2000), dem Likelihood
Quotienten und der Fisher Information fiir die Modellparameter des fiktiven Beispiel-
datensatzes

In Anwendungsféllen, wo die Berechnungsdauer eine wichtige Rolle spielt, bieten die aus
der Fisher Information berechneten Konfidenzintervalle somit eine ausreichend genaue und
sehr schnelle Alternative und konnen ohne Bedenken verwendet werden. Wenn allerdings
eine Berechnungsdauer von einigen Stunden kein Problem darstellt, sollte das Bootstrap
Verfahren bevorzugt werden, das bereits bei einer vergleichsweise geringen Anzahl von

beispielsweise 200 Bootstrap-Stichproben bessere Ergebnisse liefert.

Verfahren Intervalle Rechendauer | Bewertung der Intervalle
Bootstrap | nicht symmetrisch | Stunden bis Tage sehr gut
Likelihood | nicht symmetrisch | wenige Sekunden befriedigend

Fisher symmetrisch wenige Minuten gut

Tab. 14: Bewertung der unterschiedlichen Verfahren zur Berechnung von Konfidenzintervallen
fiir die Parameter des kombinierten Wohlermodells
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9 Ausblick

Die Konstruktion von Konfidenzintervallen aus der Fisher Information, wie sie in Kapitel 7
vorgestellt wird, lasst sich hinsichtlich ihrer Implementierung optimieren. Bisher wurden
lediglich die partiellen Ableitungen erster Ordnung exakt bestimmt und die zweiter Ord-
nung numerisch approximiert. Wenn auch die partiellen Ableitungen erster Ordnung nu-
merisch bestimmt werden, sind insbesondere die Konfidenzintervalle der Wéhlersteigungen
k1 und ko etwas grofer (sieche Anhang B, Tabelle 15). Daraus lésst sich vermuten, dass die
Konfidenzintervalle bei exakter Bestimmung der partiellen Ableitung erster und zweiter
Ordnung noch etwas genauer wiren. Dariiber hinaus lésst sich die Implementierung auch
beziiglich der Rechenzeit optimieren, wobei diese fiir die betrachteten Beispieldatensétze
bei nur einer beziehungsweise zwei Minuten liegt. Die verwendeten Funktionen und Me-
thoden (sieche Anhang C, Listing 3) wurden nicht hinsichtlich der Matrizenrechnung von
Matlab optimiert.

Aufer den Konfidenzintervallen einzelner Parameter konnen aber auch die gemeinsamen
Konfidenzbereiche aller Parameter von grofsem Interesse sein. Wie in 2.6.3 dargestellt, ist
die Konstruktion solcher Bereiche nicht ganz einfach, da die exakte Form unbekannt ist.
Fiir die Interpretation des Modells gentigt es aber, einen gemeinsamen Vorhersagebereich

im Wohlerdiagramm in Form von Konfidenzlinien zu berechnen und einzutragen.

Mit dem Bootstrap-Verfahren lassen sich ohne Probleme entsprechende Vorhersagebe-
reiche bestimmen. Dafiir muss auf beliebigen Lastniveaus fiir jede Bootstrap-Stichprobe
die fiir die aus der Stichprobe geschatzten Modellparameter theoretische Lebensdauer er-
mittelt werden. Fiir die so erhaltenen Lebensdauern lassen sich auf jedem der gewéhlten
Lastniveaus die empirischen Quantile angeben und so im Diagramm (bei einer ausreichend
grofien Anzahl an betrachteten Lastniveaus) als Konfidenzlinie eintragen. Die dafiir not-

wendige Rechendauer bleibt fiir das Bootstrap-Verfahren gleich grofs.

Beim Fisher-Verfahren lassen sich aus der berechneten Kovarianzmatrix unter Annahme
der asymptotischen Normalitdt der Schitzer mit Hilfe einer Monte-Carlo-Simulation auf
dhnliche Weise Vorhersagebereiche aufstellen. Der hierfiir notwendige rechnerische Auf-
wand ist grofer als bei der Bestimmung der einzelnen Konfidenzintervalle, bleibt aber im

Minutenbereich.
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Anhang

A Saitze und Beweise
Transformationssatz fiir Dichtenl¢ S 9l

Satz A.0.1 Sei X = (Xy,...,X,)T eine Zufallsvariable mit Werten in R und Dichte-
funktion fx : R — Ry und h : R — R stetig differenzierbar mit stetig differenzierbarer
Umbkehrabbildung h™' sowie J,-1 ihre Jacobi-Matriz. Dann gilt fiir die Dichte fy von
Y = h(X)

fr() = fx(h7'(y) |detJ—(y)]. (A1)

Log-Transformation der Weibull-Verteilung

Satz A.0.2 Sei X eine Zufallsvariable mit X ~ W(b,T) und Y := —log X. Dann gilt
Y ~G(B,u) mit B=1/bund p=1logT.

—T

Beweis. Fiir die Transformation Y := —log X ergibt sich h(z) = —logz mit h~!(z) = e
und Jy,-1(z) = —e~*. Nach A.0.1 gilt dann

T\T (A2)

b —zb 7(eiz>b .
= —€ e T

Tb

1 1 L(z—p)
_ _e*E(fE*H) e B

p

O

Konsistenz von Maximum-Likelihood-Schitzern!?2 8- 33|

Satz A.0.3 Seien X, ..., X,, unabhdngig identisch verteilt mit L(X;) = Py, mit Py, €
{Py : 0 € ©}, sei fy die Dichte von Py und gelte

(i) © C R ist kompakt,
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(i1) supp fo = {x : fo(x) > 0} ist unabhdngig von 0,

(i) fy ist stetig differenzierbar in § und < fy(x) erfillt
Lfo@) < L) fola) vz € R0 € © (A.3)

mit L(xz) > 0,

(iv) Eg,[L(X1)] < o0,

(v) Ey,llog fo(X1)| existiert fir alle @ und hat ein eindeutiges globales Mazimum in
By .

Wenn der Mazimum-Likelihood-Schdtzer én existiert, ist er konsistent.

Asymptotische Normalitdt von

Maximume-Likelihood-Schitzern!?? 5 36l

Satz A.0.4 Sei zusdtzlich zu den Bedingungen aus A.0.3 folgendes erfiillt:
(vi) fo ist zweimal stetig differenzierbar beziglich 6,

(vii) % log fo(z) ist Lipschitz-stetig in 0, d.h.

|d—; log fo(x) — (f—; log f(z)] < H(x)|6 — 7] (A.4)
mit E[H(X1)] < oo,
(viii) 0 < I(Py,) < 00.
Dann gilt
Vi, =) £ N (0. 5755 (A5)
Leibnizregel fiir Parameterintegralel' 5 1l

Satz A.0.5 Flir stetig differenzierbare Funktionen a, b und f gilt nach Leibniz:

d b(x) b(z) d q
@( ” f(t, x) dt) = /a(x) dz f(t,x) dt +f(b(w),x)£b(x) —f(a(x),x)aa(x) (A.6)

Seite 11



Partielle Ableitungen der Log-Likelihood-Funktion Anhang B

B Partielle Ableitungen der Log-Likelihood-Funktion

Im Folgenden werden die partiellen Ableitungen erster Ordnung von Fy (4.8) und fy (4.9)

angegeben, die fiir die Berechnung der Fisher Information (vgl. (7.6)) notwendig sind.

Zur Bestimmung der Ableitungen sei an die Leibnizregel fiir Parameterintegrale (A.0.5)

erinnert. Aufserdem wurden die folgenden Ableitungen verwendet:

9 0
" (f(x)) :(%f(x))éb(f(x)) (B.1)
a% (@) :(a%f(x))(_ f(2))6(f(x))
0 /{:2—]{?1_ k%_klkz_k%
a_k;lklm (ko k)y [l
Lo ! (B.2)
8_1@1{;1\/; :(kg + kl)Q\/%
0 1 . i
Okvo\/(Ra/ k)2 =1 ok ((k/ky)? — 1)
‘ 1 g (B.3)

Ok o/(ka k)2 =1 ok ((ky/ky)2 — 1)

Desweiteren werden folgenden Variablen zur verkiirzten Schreibweise verwendet, die beim

Bilden der partiellen Ableitungen entsprechend berticksichtigt werden miissen.

pia =log No + ki(log Sy — log S;)
o =log Ny + k1(log Sy — log S¢) + k2(log S — log S;)

a; =(kz — k1)(log S; —log Sc) (B.4)
o [ky+k

T =—
kl k:Q - ]{/‘1
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Partielle Ableitungen erster Ordnung von Fj

0 _ 1 n— [ log S; —log S¢
a_NoFe(n) T o In(10) [¢< o )@( T ) (B.5)

+ /:O ¢<n - Ua_ /L“) (ko —1k1)7¢<(k2 —vkl)7'>d1}]

%Fg(n) :Mz‘,;; n¢<n —UMJ)(I)(lOg Si _TIOg SC) (B.6)
P () (PR o ()

* /aoo e _'(—7;} - n¢<n - Ua_ Nw) (ko —1k1)7¢<(/£2 —Ukl)T>

(3

v — s 2
+ (P(n Ua - ’2> o (ky i k1)7'¢<(k:2 —Ukzl)7'> ((k;z —Uk1)27‘2 B 1>dv
%Fe(ﬂ) = (n _alui’l ) 050_111(10) ¢<log - _7' = SC) (B.7)

* /al oS¢ ;11(10)T¢<n - va_ Mi’2)¢<(k2 _Ukl)7'>dv

5 11_1(110)Tq)(n — Mi72>¢<(1€2 fikl)T)

iFg(n) :log S; — log50¢<n — Ml)q)(logSi — logSc>

Ok o o T

N q)(n — /L@l) log S; —log S¢ k3 — kyky — k? <log S; — log SC>
o o (ko + k)2 ) 2

+/a:>°¢<(k2 _Uk1>7_> lloféi:ll{(ff()QS(n_va_ Mi,z)
S G P TR OV%jW)]dU

logélic_—klf;g;& o <n — a;— Mi,2>¢<(k2 ilikl)7_>

T
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0 — ;i\ log S; — log S k2 log S; — log S,
9 ) :q)(n [ ,1) og 0g S¢ i ¢< og 0g c) (B.9)
: ’ =
o v log S; —logSc , /m—v — 2
+/ai ¢<(l€2-k1)7’>[ O'(kg—k1>7' ¢( o )
n—1uv— o ko v?
+ o ’ l————)|d
< o )0;{%((]{:2/;{1)2_1)3/2( (kg—k1)27'2>] v
log S; —log S¢ . /n —a; — i a;
(]{72 — k’l)T (I)< >¢<(k2 - k1)7'>
Partielle Ableitungen erster Ordnung von fj
0 _ 1 Hix — 1 (N — [ log S; — log S¢
8_%f6(n) ~ 02NyIn(10) [ o ¢< o )cb( T ) (B.10)
P i V=N =V — o v
+ / oy — k1)7¢< - >¢<(/<2 - k1)7>dU]
d _(/M,l - n)2 —o® (n— i log S; — log S¢
%fe(n) N ot ¢< o )q)< T ) (B.11)
1 /n—pi1\ (logSc —logS; log S; — log S¢
o) () ()
® (g +v—n) =0 /m—0v— s 1 v
+/ai ol ¢< o >(/{,‘2—/€1)T¢<(l€2—k‘1)7'>
n—uv— s 1 v v? B
“b( o >02(k:2—kl)r¢<(k2—k1)7><(k2—k1)272 1>dv
0 VAN -1 log S; — log S¢
Efe(n) _¢< o >02Sc ln(10)¢< T > (B.12)
Fn—v— o n—UV— [2 v
* /al %S¢ ln(10)7¢( o )¢<(k2 - kl)T)dv

* oS¢ ;11(10)T¢<n - a;_ Mi,2>¢<(k’2 fik1)7'>

Seite V



Partielle Ableitungen der Log-Likelihood-Funktion Anhang B

0 _ (log S; —log So)(pix —m) , (1 — prin log S; — log S¢
ok, 7" = - o) () (B.13)
+¢<7’L—Ml71)10g87,—10g50 k‘%—klk’g—k’% ¢<10g5,—10g50>
o o2 9 [ko—ky T
(k2+kl> kotky
M —U = o v log S¢ — log Sy
+ / o - )¢((k2 - k1)7> [ o2 (ky — Fu)7
k2 v?
+ 1-— dv
0'2]€?((k2/]€1)2 _ 1)3/2 ( (kg — k1)272>]
log S¢ —log S , /m—a; — 2 a;
O'(k‘Q—kl)T (b( o >¢<(k‘2—k1>7)
0 n — ;i1\ log S; — log S, k? log S; — log S,
9 fym) :¢( u,1> 5 5: — log Sc i ¢< g g c) (B.14)
: RN =

+ /aoo qﬁ(” — va— Hz‘,2>¢((k2 —Uk‘1)7-> [(log Si —;g(gkkjc_)(kl:;ﬂL v—n)

kg _ U2 v
e TR ] ’

+ 10551—_1:?)5%(71 — m’2>¢<(k2 fik1)7>

N&herungsformel fiir partiellen Ableitungen zweiter Ordnung

Zur Approxmiation der partiellen Ableitungen zweiter Ordnung aus den bekannten par-
tiellen Ableitungen erster Ordnung wird die Naherungsformel (B.15) mit A = 0.0001 - 6;
verwendet, wie in [24] empfohlen. Fiir die Berechnung in einer endgiiltigen Software wird

empfohlen, auf komplexere Algorithmen zurtickzugreifen (vgl. [8]).

0 = f@+2n)+8f(x+h)—8f(x—h)+ f(xz —2h)
B (7) =~ 197 (B.15)
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Konfidenzintervalle bei numerischer Fisher Information

Um einschétzen zu kénnen, wie grofs der Einfluss der Approximation der partiellen Ab-
leitungen zweiter Ordnung ist, wurden auch Konfidenzintervalle bei vollstdndiger numeri-
scher Approximation der Fisher Information bestimmt. Dafiir wurde (B.15) fiir die parti-

ellen Ableitungen erster Ordnung verwendet, (B.16) fiir die partiellen Ableitungen zweiter

Ordnung.
. )Nf($+h>y+k)—f($+h,y—k)—f(w—h,y+k)+f($—h,y—k)
Oxdy Y 4hk

(B.16)

Im Vergleich zu den Ergebnissen bei exakter Bestimmung der partiellen Ableitungen erster
Ordnung sind fiir den realen Datensatz aus Beispiel A die Konfidenzintervalle fiir o und S¢
etwas kleiner und fiir k5 deutlich grofser. Fiir den fiktiven Beispieldatensatz aus Beispiel B
sind die Konfidenzintervalle beider Woéhlersteigungen kq; und ko etwas grofser. Damit zeigt
sich, dass fiir den Praxiseinsatz auch die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung exakt

bestimmt werden sollten, um den numerischen Fehler moglichst klein zu halten.

k?l log NO g SC k}g
Beispiel A | [4.47, 6.24] | [4.81, 4.99] | [0.077, 0.126] | [2115, 2337] | [10.42, 16.82
Beispiel B | [4.69, 6.24] | [4.86, 4.97] | [0.078, 0.127] | [192, 234] | [7.55, 10.16]

Tab. 15: 95%-Konfidenzintervalle fiir die Modellparameter bei vollstandiger numerischer Appro-
ximation der Fisher Information
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C Quellcodes

createExample.m

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

%% Define variables

kl = 5;

k2 = 10;

logNO = logl0(10°5);

logS0 = logl0(270);

logSC = log10(200);

limit = 2%10"°7;

sigma = 0.1;

tau = sigma / k1 % sqrt( (k2 + k1) / (k2 — k1) );
levels = 130:20:270;

samplesPerLevel = 6;

samples = samplesPerLevel % length(levels);

logS = loglO(sort (repmat(levels , 1, samplesPerLevel), ’descend’));

%% Create sample

delta = normrnd (0, tau, 1, samples);
epsilon = normrnd (0, sigma, 1, samples);
indexK1 = (delta <= logS — 1logSC);

indexK2 = (delta > logS — logSC);

logN = zeros (1, samples);

logN (indexK1) = logN0O + k1 % (logS0 — logS(indexK1l)) + epsilon (indexK1);

logN (indexK2) = logN0O + k1 % (logS0 — 1logSC) + k2 % (logSC — logS(
indexK2)) + (k2 — k1) % delta(indexK2) + epsilon (indexK2);

N = 10." logN;

%% Censor sample
X = min(N, limit);
C = (N>= limit);

Listing 1: createExample.m - Erzeugung des fiktiven Beispieldatensatzes

data.m

1

VerdachtAufZweiBereiche = [ ...
2720, 69000, 1; 2720, 73500, 1; 2720, 74250, 1
2720, 76500, 1: 2720, 78000, 1: 2720, 106500, 1
2400, 123750, 1; 2400, 146925, 1; 2400, 152250, 1;
2400, 166500, 1; 2400, 195750, 1; 2400, 219750, 1
2080, 488250, 1; 2080, 541500, 1; 2080, 635250, 1
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7 2080, 1018500, 1; 2080, 1209750, 1; 2080, 1539450, 1;

s 1760, 1005750, 1: 1760, 3750000, 0: 1760, 3750000, 0:

o 1760, 3750000, 0: 1760, 3750000, 0; 1760, 3750000, 0

0 |;

11

12 VerdachtAufZweiBereicheThetaHat = struct( ’'k1’, 5.35763, ’NO’, 80253, ’

sigma’, 0.10152, 'SC’, 2225.88, ’tau’, 0.02871, 'k2’, 13.6215 );

13

14 FiktiverBeispieldatensatz = | .

15 270, 96097, 1; 270, 75707, 1; 270, 93387, 1;

16 270, 47511, 1; 270, 77858, 1; 270, 72004, 1;

17 250, 116325, 1; 250, 139892, 1; 250, 136328, 1;

s 250, 229910, 1; 250, 128808, 1: 250, 138712, 1;

o 230, 155327, 1; 230, 199729, 1: 230, 163826, 1;

20 230, 224496, 1; 230, 271324, 1; 230, 244684, 1;

s 210, 501508, 1; 210, 241362, 1; 210, 584963, 1;

22 210, 563283, 1; 210, 361221, 1; 210, 288607, 1;

s 190, 1231600, 1; 190, 505575, 1: 190, 520080, 1;

2 190, 710704, 1: 190, 421239, 1; 190, 488737, 1:

s 170, 2129694, 1; 170, 2156811, 1; 170, 1352907, 1:

26 170, 3484762, 1; 170, 3481865, 1; 170, 2747902, 1;

27 150, 10497185, 1; 150, 6771357, 1; 150, 9777079, 1;

28 150, 8144300, 1; 150, 6953737, 1; 150, 6909458, 1;

20 130, 20000000, 0: 130, 20000000, 0: 130, 19407585, 1:

5o 130, 14423533, 1: 130, 20000000, 0; 130, 20000000, 0

31 s

32

33 FiktiverBeispieldatensatzThetaHat = struct( ’kl1’, 5.46486, ’'NO’, 83481,

'sigma’, 0.10246, 'SC’, 212.76, ’tau’, 0.03854, ’'k2’, 8.8531 );

Listing 2: data.m - Daten der beiden Beispieldatensétze

ci.m

1 function [ ¢ | = ci( data, theta, alpha )

2 if nargin < 3

3 alpha = 0.95;

4 end

5

6 inverse = (fisherMatrix (data, thetaHat, le—4))~—1;

©

10

u = norminv( (1 + alpha) / 2 );
theta = [theta.NO; theta.sigma; theta.SC; theta.kl; theta.k2];

¢ = |[hat — u

end

% sqrt(diag(inverse)), hat + u .* sqrt(diag(inverse))|;
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Listing 3: ci.m - Berechnung der Konfidenzintervalle aus Fisher Information

fisherMatrix.m

-

10

11

12

13

15

17

function [matrix] = fisherMatrix (data, tHat, partialH)

global S N

S = data(:,1);

N = data(:,2);

d = data(:,3);

t = [tHat.NO, tHat.sigma, tHat.SC, tHat.kl, tHat.k2];

dOF = @(i)[dNO F(t,i),dsigma F(t,i),dSC F(t,i),dkl F(t,i),dk2 F(t,i)];
d0f = @(i)[dNO_dF(t,i),dsigma dF(t,i),dSC_dF(t,i),dkl dF(t,i),dk2 dF(t
i) 5

ddF = @(i)[d0j(@dNo_F,1,i), d0j(@dsigma F,1,i), d0j(@dSC_F,1,i), do0j(
@dkl F,1,i), d0j(@dk2 F,1,i); d0j(@dN0 F,2,i), d0j(@dsigma F,2,i),
d0j (@dSC_F,2,i), doj(@dkl F,2,i), do0j(@dk2 F,2,i); do0j(@dNo F,3,i),
d0j (@dsigma_F,3,i), d0j(@dSC_F,3,i), do0j(@dkl F,3,i), d0j(@dk2 F
,3,i); d0j(@dNO_F,4,i), d0j(@dsigma F,4,i), d0j(@dSC_F,4,i), d0j(
a@dkl _F,4,i), d0j(@dk2 F,4,i); d0j(@dN0_F,5,i), d0j(@Qdsigma F,5,1i)
d0j (@dSC_F,5,i), do0j(@dkl F,5,i), d0j(@dk2 F,5,i)];

)

ddf = @(i)[d0j(@dN0 dF,1,i), d0j(@dsigma dF,1,i), d0j(@dSC dF,1,i),
d0j (@dkl _dF,1,i), d0j(@dk2 dF,1,i); d0j(@dN0_dF,2,i), do0j(
@dsigma_dF,2,i), d0j(@dSC_dF,2,i), d0j(@dkl dF,2,i), d0j(@dk2 dF,2,
i); d0j(@dNO dF,3,i), d0j(@dsigma dF,3,i), d0j(@dSC dF,3,i), d0j(
@dkl dF,3,i), d0j(@dk2 dF,3,i); d0j(@dN0 dF,4,i), d0j(Qdsigma dF,4,
i), do0j(@dSC dF,4,i), do0j(@dkl dF,4,i), d0j(@dk2 dF,4,i); doj(
@dN0_dF,5,i), d0j(@dsigma_ dF,5,i), d0j(@dSC_dF,5,i), d0j(@dkl dF,5,
i), doj(@dk2 dF,5,i)];

matrix = —[d0jd0k _1(1,1), d0jdOk_1(1,2), d0jdok 1(1,3), d0jdOk 1(1,4),
d0jd0k _1(1,5); d0jdok 1(2,1), d0jdok 1(2,2), d0jdok 1(2,3),

d0jdok _1(2,4), d0jdok _1(2,5); d0jdok 1(3,1), d0jdok 1(3,2),
d0jdok 1(3,3), d0jdok 1(3,4), d0jdok 1(3,5); d0jdok 1(4,1),
d0jdok 1(4,2), d0jdok 1(4,3), d0jdok 1(4,4), d0jdok 1(4,5);
d0jdok _1(5,1), d0jdok_1(5,2), d0jdok 1(5,3), d0jdok 1(5,4),
d0jdok_1(5,5) |;

function [y] = d0jdok _1(j, k)
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19

20

21

22

y = 03

for i = find(d = 1)’
ddfi = ddf(i);

23 dfi = dof(i);
24 y =y + (ddfi(j,k)«dF(theta ,i)—dfi(j)*dfi(k))/(dF(theta,i)) ~2;
25 end
26
27 for i = find(d = 0)’
28 ddFi = ddF(i);
29 dFi = dOF(i);
30 y =y + (ddFi(j,k)*(F(theta,i)—1)-dFi(j)*dFi(k))/(F(theta,i)—1)"2;
31 end
32 end
33
34 function [y] = partial(f, x, h)
35 if nargin < 3
36 h = partialHx*x;
37 end
38
39 y = (= f(x+2xh) + 8xf(x+h) — 8xf(x—h) + f(x—2xh)) / (12xh);
40 end
41
42 function [y] = d0j(f, j, 1)
43 y = partial (Q(x) f(newTheta(j, x), i), theta(j));
44 end
45
46 function [t] = newTheta(j, x)
a7 t = theta;
48 t(j) = x;
49 end
so end
Listing 4: fisherMatrix.m - Berechnung der beobachteten Fisher Information
param.m

function [SO0,NO,sigma ,SC,k1,k2,n,Si,mul,mu2,a,tau| = param(theta ,i)
global S N

S0 = S(1);

NO = theta(l);
sigma = theta (2);
SC = theta(3);
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8 kl = theta(4);

9 k2 = theta(5);

10 n = logl0 (N(i

11 Si = S(i);

12 mul = loglO(theta (1)) + theta(4) * (logl0(S0) — logl0(S(i)));

13 mu2 = logl0(theta(1)) + theta(4) * (logl0(S0) — loglO(theta(3))) +
theta(5) % (loglO(theta(3)) — logl0(S(i)));

14 a = (theta(b) — theta(4)) * (logl0O(S(i)) — loglO(theta(3)));

15 tau = theta(2)/theta(4)«((theta(5)+theta(4))/(theta(5)—theta(4)))~0.5;

16 end

?

))

Listing 5: param.m - Berechnung der verwendeten Variablen

Phi.m

1 function [y] = Phi(x)
2 y = normecedf(x);

3 end

Listing 6: Phi.m - Berechnung von ®(x)

dPhi.m

1 function [y] = dPhi(x)
2 y = normpdf(x);

3 end

Listing 7: dPhi.m - Berechnung von ¢(x)

F.m

1 function [y] = F(theta, 1)

[SO, NO, sigma, SC, k1, k2, n, Si, mul, mu2, a, tau| = param(theta , i);

y = Phi( (n — mul)/sigma ) * Phi( (logl0(Si) — logl0(SC))/tau ) + ...

4 integral(@Q(v) ( Phi( (n — v — mu2) ./ sigma) .x 1 ./ ( (k2 — k1) .x
tau ) .x dPhi( v ./ ( (k2 — k1) .x tau) ) ), a, Inf);

»

w

5 end

Listing 8: F.m - Berechnung von Fp(n)
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dF.m

1 function [y] = dF(theta, i)
2 [SO, NO, sigma, SC, k1, k2, n, Si, mul, mu2, a, tau| = param(theta , i);
y = 1/sigma % dPhi((n-mul)/sigma) * Phi((logl0(Si)-1logl0(SC))/tau)+...

w

4 integral (@(v) ( 1 ./ sigma .x dPhi( (n — v — mu2) ./ sigma) .x 1 ./
( (k2 — k1) .+ tau ) .x dPhi( v ./ ( (k2 — k1) .x tau) ) ), a,
Inf);

5 end

Listing 9: dF.m - Berechnung von fy(n)

dNO_ F.m

1 function [y] = dNO_F(theta, i)

2 [SO, NO, sigma, SC, k1, k2, n, Si, mul, mu2, a, tau| = param(theta,i);
3 y =— 1/ (sigma x NO * log(10)) * (

4 dPhi( (n — mul)/sigma ) % Phi( (logl0(Si) — logl0(SC))/tau ) + ...

5 integral(Q(v) ( dPhi( (n — v — mu2) ./ sigma) .x 1 ./ ( (k2 — k1) .=

tau ) .x dPhi( v ./ ( (k2 — k1) .* tau) ) ), a, Inf) );

6 end

Listing 10: ANO__F.m - Partielle Ableitung erster Ordnung: Fy(n) nach Ny

dsigma F.m

1 function [y] = dsigma_ F(theta, i)

2 [SO, NO, sigma, SC, k1, k2, n, Si, mul, mu2, a, tau| = param(theta , i);

3 y = (mul — n) / sigma”2 % dPhi( (n — mul) / sigma ) % Phi( (logl0(Si)

— logl0(SC)) / tau ) + ...

Phi( (n — mul) / sigma ) % (logl0(SC) — logl0(Si)) / (sigma * tau) =x
dPhi( (logl0O(Si) — logl0(SC)) / tau ) + ...

IS

5 integral (Q(v) (

6 1 ./ ((k2 — k1) .x tau) .x dPhi( v ./ ( (k2 — k1) .x tau) ) .x(...

7 (mu2 + v — n) ./ sigma.”2 . dPhi( (n — v — mu2) ./ sigma) + ...

8 1 ./ sigma . Phi( (n — v — mu2) ./ sigma) .x (v.”2 / ((k2 — k1)
.2 % tau.”2) — 1)

9 ) ), a, Inf);

10 end

Listing 11: dsigma_F.m - Partielle Ableitung erster Ordnung: Fyp(n) nach o
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dSC F.m

1 function [y] = dSC_F(theta, i)

2 [SO, NO, sigma, SC, k1, k2, n, Si, mul, mu2, a, tau| = param(theta , i);
3 y =— 1/ (sigma x SC x log(10)) =* (

IS

Phi( (n — mul)/sigma ) % dPhi( (logl0(Si) — logl0(SC))/tau ) + ...
5 integral (Q(v) (
1 ./ tau .x dPhi( (n — v — mu2) ./ sigma) .x dPhi( v ./ ( (k2 — k1

[=2]

) .« tau) )
7 ), a, Inf) + ...
8 1/tau * Phi( (n — a — mu2)/sigma) x dPhi( a / ( (k2 — kl)xtau) ) );

9 end

Listing 12: dSC_F.m - Partielle Ableitung erster Ordnung: Fy(n) nach S¢

dkl_F.m

1 function [y]|] = dkl _F(theta, i)

2 [SO, NO, sigma, SC, kl, k2, n, Si, mul, mu2, a, tau| = param(theta ,i);

3 y = (logl0(Si) — logl0(S0)) / sigma * dPhi( (n — mul) / sigma ) *x Phi(
(log10(Si) — logl0(SC)) / tau ) + ...

4 (logl0(Si) — logl0(SC)) / sigma % Phi( (n — mul) / sigma ) *x dPhi( (
log10(Si) — logl0(SC)) / tau ) =
5 (k272 — k1xk2 — k1°2) / ((k24kl)"2 = sqrt((k2—kl)/(k2+kl)))
6 + integral (@Q(v) ( dPhi( v ./ ( (k2 — k1) .* tau) ) .* (
7 (logl0(SC) — logl0(S0)) ./ (sigma .x (k2 — k1) .x tau) .x dPhi
( (n — v — mu2) ./ sigma) + ...
8 Phi( (n — v — mu2) ./ sigma) .x k2.72 / (sigma .x k1.73 .x ((
k2./k1).72 — 1) .~ (3/2)) .x
9 (1 = v.”2 / ( (k2 — k1).72 .x tau."2)) ) ), a, Inf)
10 + (logl0(SC) — logl0(Si)) / ((k2 — k1) % tau) % Phi( (n — a — mu2) /
sigma) * dPhi( a / ( (k2 — k1) x tau) );
11 end
Listing 13: dk1 _F.m - Partielle Ableitung erster Ordnung: Fy(n) nach k;
dk2 F.m

1 function [y] = dk2_F(theta, i)
2 [SO, NO, sigma, SC, k1, k2, n, Si, mul, mu2, a, tau| = param(theta ,i);
3 y = Phi( (n — mul) / sigma ) * (logl0(Si) — logl0(SC)) / sigma x
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4 k12 / ((k2 + k1)°2 % sqrt ((k2-k1)/(k2+k1))) * dPhi( (loglO(Si) —
log10(SC)) / tau)

5 + integral (@(v) ( dPhi( v ./ ( (k2 — k1) .x tau) ) .x (

6 (logl0(Si) — logl0(SC)) ./ (sigma .x (k2 — k1) .x tau) .x dPhi

( (n — v — mu2) ./ sigma) + ...
7 Phi( (n — v — mu2) ./ sigma) .x k2 / (sigma .x k1.2 .x ((k2./
kl1).72 — 1) .7 (3/2)) .x
8 (1 —v.”2 / ( (k2 — k1)."2 .x tau."2)) ) ), a, Inf)
9 + (logl0(Si) — logl0(SC)) / ((k2 — k1) % tau) * Phi( (n — a — mu2) /
sigma) * dPhi( a / ( (k2 — k1) % tau) );
10 end
Listing 14: dk2 F.m - Partielle Ableitung erster Ordnung: Fyp(n) nach ko
dNO dF.m

1 function [y] = dNO_dF(theta, i)

2 [SO, NO, sigma, SC, kl, k2, n, Si, mul, mu2, a, tau| = param(theta ,i);

3 y=—1/ (sigma~2 x NO % log(10)) * (

1 (mul — n) / sigma * dPhi( (n — mul) / sigma ) % Phi( (logl0O(Si) —
logl0(SC)) / tau ) + ...

5 integral (Q(v) ( (mu2 + v — n) ./ ( sigma .x (k2 — k1) .x tau ) .x
dPhi( (n — v — mu2) ./ sigma) .x dPhi( v ./ ( (k2 — k1) .x tau) )

), a, Inf) );
6 end

Listing 15: ANO_dF.m - Partielle Ableitung erster Ordnung: fp(n) nach Ny

dsigma dF.m

1 function [y]| = dsigma dF(theta, i)

2 [SO, NO, sigma, SC, k1, k2, n, Si, mul, mu2, a, tau| = param(theta , i);

3 y = ((mul — n)"2 — sigma~2) / sigma~4 * dPhi( (n — mul) / sigma ) x
Phi( (logl0(Si) — logl0(SC)) / tau ) + ...

4 dPhi( (n — mul) / sigma ) % (logl0(SC) — logl0(Si)) / (sigma"2 * tau
) * dPhi( (loglO(Si) — loglO(SC)) / tau ) + ...
5 integral (@Q(v) ( ( ((mu2fv—m).”2 — sigma."2) ./ ( sigma."4 .x (k2-kl)

.k tau ) + 1 ./ (sigma.”2 .x (k2-kl) .* tau) .x (v."2 / ((k2-kl)
.72 % tau.”2) — 1) ) .x dPhi( (n—v—mu2)./sigma) .x dPhi( v ./ (
(k2—k1).xtau) ) ), a, Inf);

6 end

Listing 16: dsigma_dF.m - Partielle Ableitung erster Ordnung: fy(n) nach o
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dSC _dF.m

1 function [y] = dSC_dF(theta, i)

2 [SO, NO, sigma, SC, k1, k2, n, Si, mul, mu2, a, tau| = param(theta , i);

3 y =1 / (sigma x SC x log(10)) * (

4 —1/sigma*dPhi((n — mul)/sigma) x dPhi((logl0(Si)—logl0(SC))/tau)+...

5 integral (@(v) ( (n — v —mu2) ./ (sigma .x tau) .x dPhi( (n — v — mu2
) ./ sigma) .x dPhi( v ./ ( (k2 — k1) .% tau) ) ), a, Inf) — 1/
tau * dPhi( (n—a—mu2)/sigma) * dPhi( a/( (k2—kl)xtau) ) );

6 end

Listing 17: dSC_ dF.m - Partielle Ableitung erster Ordnung: fy(n) nach S¢

dk1 dF.m

1 function [y] = dkl_ dF(theta, i)

2 [SO, NO, sigma, SC, k1, k2, n, Si, mul, mu2, a, tau| = param(theta , i);

3 y = (logl0(Si) — logl0(S0)) * (mul — n) / sigma”3 x

4 dPhi( (n—mul)/sigma ) % Phi( (logl0(Si)—logl0(SC))/tau ) + ...

5 (logl0(Si) — logl0(SC)) / sigma~2 % dPhi( (n — mul) / sigma ) * dPhi
( (logl0(Si) — logl0(SC)) / tau ) =

6 (k2~2 — k1xk2 — k1°2) / ((k2+k1l)"~2 = sqrt ((k2—k1)/(k2+kl)))

7 + integral (Q(v) (

8 dPhi( v ./ ( (k2-k1).xtau) ) .x dPhi( (n—v-mu2)./sigma) .x ( ...

9 (logl0(SC) — logl0(S0)) ./ (sigma.”2 .x (k2 — k1) .x tau) + ...

10 k2.72 / (sigma.”2 .x k1.73 .x ((k2./kl1).”2 — 1) .7 (3/2)) .x

11 (1 —v.m2 / ( (k2 — k1)."2 .x tau.”2)) ) ), a, Inf) + ...

12 (logl0(SC) — logl0(Si)) / (sigma % (k2 — k1) % tau) * dPhi( (n — a —

mu2) / sigma) x dPhi( a / ( (k2 — k1) % tau) );

13 end

Listing 18: dk1 dF.m - Partielle Ableitung erster Ordnung: fy(n) nach k;

dk2 dF.m

1 function [y]| = dk2_ dF(theta, i)
[SO, NO, sigma, SC, kl, k2, n
(
(

»

Si, mul, mu2, a, tau| = param(theta  i);
0g1l0(Si)-logl0(SC)) / sigma 2 =

3 y = dPhi( (n—mul)/sigma ) o+ (1
(k2—-k1) /(k2+k1))) * dPhi( (loglO(Si) —

k1~2 / ((k2 + k1)°2 % sqrt
logl0(SC)) / tau)

5 + integral (Q(v) (

6 dPhi ((n—v-mu2)./sigma) .x dPhi(v ./ ((k2-kl).xtau)) .x (

I
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7 (logl0(Si) — logl0O(SC)) .*+ (mu2 + v — n) ./ (sigma.”3 .x (k2 —
kl) .x tau) +

8 k2 / (sigma.”2 .x k1.2 .x ((k2./kl1).72 — 1) .7 (3/2)) .=

9 (1 —v.m2 / ( (k2 — k1)."2 .x tau.”2)) ) ), a, Inf) +

10 (log10(Si) — logl0(SC)) / (sigma * (k2 — k1) * tau) * dPhi( (n — a —

mu2) / sigma) x dPhi( a / ( (k2 — k1) % tau) );
11 end
Listing 19: dk2 dF.m - Partielle Ableitung erster Ordnung: fy(n) nach ks

likelihoodCl.m

1 function [ sortedCI | = profileLikelihood( data, thetaHat, alpha )

2 global S N

4 if nargin < 3
5 alpha = 0.95;
6 end

8 S = data(:,1);
9 N = data(:,2);
10 d = data(:,3);
11 defaultStepFactor = 0.1

12 epsFactor = le—8;
13 eps = epsFactor;
14 maxIterations = 1000;

15 quantile = chi2inv( (1 + alpha) / 2, 1 );

16

17 theta = [thetaHat.NO, thetaHat.sigma, thetaHat.SC, thetaHat.kl,
thetaHat . k2];

18 sortedCI = NaN(5,2);

19 L = ell(theta);

20

21 for j = 1:5

22 f =@Q(x) 2%x(L — ellThetaJ(theta, j, x));

23 sortedCI(j,:) = [lowerBound(f, j), upperBound(f, j)];
24 end

25

26 function [xm] = lowerBound(f, j)

27 eps = epsFactor * theta(]);

28 x_min = theta(j) * (1 — defaultStepFactor);

29

30 while f(x_min) < quantile

31 x_min = x_min — defaultStepFactor x theta(j);
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32 end

33

34 xm = bisection (f, x_min, theta(j), —1);
35 end

36

37 function [xm]| = upperBound(f, j)

38 eps = epsFactor * theta(j);

39 x_max = theta(j) * (1 + defaultStepFactor);
40

a1 while f(x_max) < quantile

42 x_max = x_max + defaultStepFactor % theta(j);
43 end

44

45 xm = bisection (f, theta(j), x max, 1);
46 end

47

48 function [xm] = bisection(f, x1, x2, dir)
49 for i = l:maxIterations

50 xm = (x1 + x2) / 2;

51 ym = f(xm);

52

53 if abs(quantile — ym) < eps || abs(xl — x2) < eps
54 return;

55 end

56

57 if ym < quantile && dir =— 1

58 x1 = xm;

59 else

60 X2 = xm;

61 end

62 end

63 end

64

65 function [y] = ellThetalJ (theta, j, x)

66 theta(j) = x;

67 y = ell(theta);

68 end

69

70 function [y] = ell(theta)

71 y = 0;

72

73 for i = find(d = 1)’

74 y =y + log( dF(theta, i) );

75 end

76
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77 for i = find(d = 0)’

78 y =y + log( 1 — F(theta, i) );
79 end

80 end

s1  end

Listing 20: likelihoodCI.m - Berechnung der Likelihood-Konfidenzintervalle

Woehler.cpp

1 void CWoehler:: completeModella(CProbability conf) {
2 checkSample () ;

4 CSurvivalDataFlyweight dataFlyweight (*(Sample—>getSurvivalData ()));

6 ModellaEstimator = new CModellaEstimator () ;
7 ModellaEstimator—>setSurvivalData ( &dataFlyweight );

8 ModellaEstimator—>setConfidenceIlntervalSimulationSize ( CIResamples );
9 ModellaEstimator—>setConfidenceIntervalMethod ( CIMethod );

10 ModellaEstimator—>complete (conf) ;

11

12 readWoehlerParameterFromModellaEstimator () ;

13 ModellaEstimator—>getCIs ()—>display () ;
14 ModellaEstimator—>getBootstrapCls ()—>display () ;

5o}

Listing 21: Woehler.cpp - Relevanter Ausschnitt der Wéhlermodell-Klasse in Jurojin

Modell TWMEstimator.cpp

1 void CModellTWMEstimator :: complete (CProbability conf) {

2 setConstParameters () ;

3 setVectorParameters () ;

4 setSpecialParameters () ;

5 prepareMaximizationFunction () ;

6 startLoopForLogSC () ;

7 readEstimatedParameters () ;

8 prepareBoostrapVectors () ;

9 computeConfidencelnterval (conf);
0}

11
12 void CModellTWMEstimator :: computeConfidencelntervalsFromBoostrapValues (
double const &conf) {
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13 Confidencelntervals.clear () ;

14 Confidencelntervals.resize ( BootstrapParameters.size () );

15 BootstrapConfidenceIntervals. clear () ;

16 BootstrapConfidencelntervals.resize ( BootstrapParameters.size () );
17

18 for(size t i = 0; i != BootstrapParameters.size(); i++) {

19 CSampleQuantile quants;

20 quants.insertSequence( BootstrapParameters|[i].begin(),

BootstrapParameters[i].end() );
21
22 Confidencelntervals[i] = quants.computeConfidenceInterval (conf);
23 BootstrapConfidencelntervals|[i] = quants.bootstrapInterval (conf,
BootstrapValues|[i]) ;
24 }
25}

26
27 void CModellTWMEstimator : :

computeJackknifeConfidencelntervalsFromBoostrapValues(double const &

conf) {
28 Confidencelntervals. clear () ;
29 Confidencelntervals.resize ( BootstrapParameters.size () );
30 BootstrapConfidencelntervals. clear () ;
31 BootstrapConfidencelntervals.resize ( BootstrapParameters.size () );

32

33 CConfidencelnterval emptyInterval (0, 0);

34 CNormalDistribution F(0, 1);

35 double confFactor = F.quantile( 1 — (1 — conf)/2 );

36

37 for(size _t i = 0; i != BootstrapParameters.size(); i++) {

38 unsigned int n = BootstrapParameters|[i].size();

39 double avg = 0;

40 double sE = 0;

41 double ps = 0;

42 vector<double> psi(n, 0.0);

43

44 for (size _t j = 0; j != n; j++) {

45 psi[i] = BootstrapValues[i] + (n — 1) % (BootstrapValues[i] —
BootstrapParameters[i][j]) ;

46 ps += psi[i];

47

48 avg += BootstrapParameters|[i][]];

49 }

50

51 ps /= (double)n;

52 avg /= (double)n;
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53

54 for (size t j = 0; j != n; j++)

55 sE += pow(avg — BootstrapParameters[i][]], 2);

56

57 sE = sqrt ((double)(n—1) / (double)(n) x sE);

58

59 Confidencelntervals|[i] = CConfidencelnterval (ps — confFactor x sE,

ps + confFactor * sE);

60 BootstrapConfidencelntervals|[i] = CConfidencelnterval(
BootstrapValues[i] — confFactor % sE, BootstrapValues[i]| +
confFactor * sE);

61 }

62 }

Listing 22: Modell TWMEstimator.cpp - Relevanter Ausschnitt der abstrakten Klasse zum

Schétzen von Modellparametern in Jurojin

ModellaEstimator.cpp

1 void CModellaEstimator :: computeConfidenceInterval (CProbability conf) {
2 if ( CIMethod = "Jackknife" )

3 computeConfidencelntervalWithJackknife (conf);
4 else
5 computeConfidenceIntervalWithBootstrap (conf);

s void CModellaEstimator:: computeConfidencelntervalWithBootstrap (
CProbability conf) {

9 CNormalDistribution F(0, std::pow(Sigma,2));

10

11 CRandomNumberGenerator generator ;

12 generator.setNoOfSamples( CISimulationSize) ;

13 generator.setSampleSize (CSampleSize (SurvivalData—>getSampleSize ()));

14 generator.setDistribution (&F) ;

15 generator.complete () ;

16 vector<double> eps = gemnerator.getSurvivalData ()—>getAllLifetimes () ;
17 vector<string> groupValues = SurvivalData—>getAllGroupValues () ;

18 vector<double> loadHorizons = SurvivalData—>getGroupValuesAsDouble () ;
19 unsigned int loadHorizonsSize = loadHorizons. size ();

20

21 for (unsigned int mcStep = 0; mcStep < CISimulationSize; ++mcStep) {
22 CSurvivalDataFlyweight loopSample;

23 loopSample.setSampleSize ( loadHorizonsSize );

24
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26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

50

51

52

53

54

55

56

57

58

59

60

61

62

for (unsigned int i = 0; i < loadHorizonsSize; ++i) {
double predictiveValue = std::pow( 10, std::logl0(
getPredictiveValueFromLoad (loadHorizons.at(i))) + eps.at(mcStep
xloadHorizonsSize + i) );
loopSample . setLifetimeValueAt (i, predictiveValue);
loopSample . setCensorValueAt (i, CSurvivalData ::FAILURE)

loopSample.setGroupValueAt (i, groupValues.at(i));
findWoehlerModelForLoopSample (loopSample) ;
computeConfidencelntervalsFromBoostrapValues( conf.getValue() );

void CModellaEstimator :: computeConfidenceIntervalWithJackknife (
CProbability conf) {
unsigned int sampleSize = SurvivalData—>getSampleSize () ;
for (unsigned int i = 0; i < sampleSize; ++i) {
CSurvivalDataFlyweight loopSample(SurvivalData) ;
loopSample .removeRow (1) ;
findWoehlerModelForLoopSample (loopSample) ;

computeJackknifeConfidencelntervalsFromBoostrapValues (conf.getValue());

}

void CModellaEstimator :: findWoehlerModelForLoopSample (ISurvivalData &
sample) {

CModellaEstimator model;

model.setSurvivalData(&sample) ;

model. setDefaultStartParameters (MinimumParameters) ;

model. complete () ;

BootstrapParameters [0].push back( model. getSlopel () );
model . getLogNO() );
) )

(
BootstrapParameters [1].push_back(
BootstrapParameters [2].push back( model.getSigma (
BootstrapParameters [3].push back( model.getSC() );
BootstrapParameters [4]. push back( model.getEnduranceSTD () );
( model.getLogAbknick () );
(

model. getSlope2 () );

BootstrapParameters [5]. push back
BootstrapParameters [6]. push back

}

Listing 23: ModellaEstimator.cpp - Relevanter Ausschnitt der Klasse zum Schéitzen der

Parameter des kombinierten Modells in Jurojin
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